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ПРОГРАМА
За  държавен  изпит  за  придобиване  на  висше  образование  по  специалност 
“Информатика и  компютърни  науки”  за  образователно  квалификационна 
степен “Бакалавър”

Тема 1. Крайни автомати. 
Принцип на функциониране на детерминираните и недетерминирани крайни автомати. 
Операции с регулярни изрази. Синтез на краен автомат по регулярен израз.
Тема 2. Машини на Тюринг.
Дефиниция. Изчислителна конфигурация. Анализ на процесите в машината на Тюринг.
Тема 3. Типове данни в С++.
 Прости  типове.  Масиви,  структури,  файлове.  Управляващи  оператори  в  С++. 
Оператори  за  условен  преход. Циклични  конструкции.  Прости  цикли.  Цикли  с 
предусловие и с постусловие.
Тема 4. Процедури и функции в С++.
Итерация и рекурсия. Динамични структури  в  С++.  Линейни динамични структури. 
Стек. Опашка. Нелинейни динамични структури. Дърво.
Тема 5. Конструиране на класове.
Капсулиране  на  данни.  Интерфейс.  Конструктори,  деструктори  и  мутатори. 
Предефиниране на операции в С++. Наследяване на класове в С++. Полиморфизъм и 
динамично свързване.
Тема 6. Шаблони в С++.
Шаблони на функции и класове.  Предназначение, видове, инициализация, параметри 
по подразбиране.
Тема 7. Компютърна графика – 2D графика
Елементарни  2D трансформации.  Транслация.  Ротация.  Огледало.  Мащабиране. 
Елементарни матрици на трансформация. 
Тема 8. Компютърна графика – 3D графика
3D алгоритми за определяне на невидими стени и ръбове. Алгоритъм за определяне 
дали  стена  на  многостен  е  видима.  Алгоритъм  на  Галимберти  за  определяне  на 
взаимното положение на ръб и стена. 
Тема 9: Алгоритми за сортиране
Прости сортировки чрез сравняване. Сортиране чрез вмъкване. Алгоритми “Разделяй и 
владей”. Сортиране чрез смесване. Пирамидална сортировка. Бързо сортиране на място. 
Опашки с приоритет. 
Тема 10. Обхождане на графи
Графи  и  дървета.  Теорема  за  свободното  дърво.  Коренови  и  двоични  дървета. 
Обхождане  на  дървета.  Потоци  в  графи.  Greedy алгоритми.  Минимални  пътища  в 
графи. Минимални покриващи дървета. Алгоритми на Крускал и Прим. 
Тема 11. Интелигентно вземане на решения
Критерии  за  взимане  на  решение  по  статистически  критерии.  Сигма-принцип. 
Софткомпютинг - размити решения. Съгласуване на оценки.
Тема 12. Конвейри.
Видове. Апаратна схема на конвейра. Харвардска архитектура. Структурни конфликти. 
Конфликти  данни.  Методи  за  предотвратяване.  Реализация  на  суперконвейри. 
Характеристика  на  суперскаларните  системи.  Реализация  на  конвейри  при  INTEL 
80x86.  Особености  при  конвейрите  на  G5.  Конвейри  при  64  битови  процесори. 
Проблеми при реализацията. 
Тема 13. Архитектура на паметта. Памет от тип КЕШ.
Управление  на  памета.  Видове.  Сегментн,  странично  и  сегментно-странично 
управление на паметта. Логически, линейни и физически адреси. Предварителен избор 
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на  инструкции.  Изображение  на  реалната  памет.  Директно  асоцииране  на  памети. 
Реализация. Кохерентност на КЕШ паметта.
Тема  14.  Процеси,  описание  и  управление. Процеси,  взаимно  изключване  и 
синхронизация.
Концепция  за  процеси.  Формално  описание.  Състояния  на  процесите.  Операции  с 
процеси.  Механизми  за  изпълнение  на  програми.  Подпрограми,  характеристика  и 
реализация.  Съпътстващи  програми.  Междупроцесна  комуникация.  Комуникация  от 
тип  клиент-сървър. Критична  секция.  Взаимно  изключване.  Децентрализирана 
координация.  Централизирана  координация.  Взаимно  изключване  с  апаратна 
поддръжка.
Тема 15. Файлови системи
Дискове и дискови пространства. Логически секции и логически дялове. Реализация в 
pc-style.  Организация  на  информацията.  Блокове  данни..  Данни,  каталози,  връзки. 
Достъп. Реализация на файлови системи.
Тема 16. Локални мрежи
Характеристика  и  особености.  Реализация  и  стандарти.  Характеристика  на 
комуникационните  среди.  Модулация  на  сигналите.  Особености  на  мрежи  с 
множествен  достъп.  Методи  за  достъп  CSMA/CD.  Особености.  Оценка 
производителността на мрежи с метод за достъп  CSMA/CD. Реализация на виртуални 
мрежи на канален слой. 
Тема 17. Интернет протокол (ІР)
Адресиране и особености при Ipv4. Адреси, маски, подмаски. Маршрутизация. Видове. 
Особености  и  реализация.  Маршрутизационни  таблици.  Статично  рутиране. 
Дистанционно  векторно  рутиране.  Рутиране  със  следене  състоянието  на  връзката. 
Основи на Ipv6.
Тема 18. Основи на ТСР. Концепция. Протоколи в Web.
Особености  на  свързаната  с  информационния  поток  комуникация.  Мониторинг  на 
връзката при ТСР. Алгоритми за контрол на информацията. Метод “плаващ прозорец”. 
Методи за предотвратяване на задръстванията.  HTTP – основен Web протокол. HTTP 
методи. Протокол SHTTP. Защита чрез SSL. SSL сървери и браузъри. Тунели в защитни 
стени.
Тема 19. Подход “бази от данни”. Моделиране на данните. Архитектура на система 
за управление на бази от данни (СУБД)
Независимост на данните.  Видове модели..  Релационен модел на данните – основни 
понятия.  Релационна  схема.  Главни,  вторични  и  външни  ключове.  Представяне  на 
връзки  от  вида  1:1,  1:М  и  M:N и  мрежови  структури.  Средства  за  дефиниране  и 
обработка на данните. Основни компоненти на СУБД.
Тема 20. Класификация на релационните езици. SQL – релационен език за заявки 
Процедурни и предикатни езици за заявки.  SQL – език за описание и обработка на 
релационни бази от данни. Обща структура на заявка за  търсене на данни. Средства 
групиране на данните и работа с под-заявки. Релационна пълнота на езика SQL.
Тема 21. Обработка на транзакции
Основни свойства на транзакциите. Видове и управление на транзакции. Проблеми при 
изпълнение  на  конкурентни  транзакции.  Консервативни  и  оптимистични  методи  за 
управление на едновременния достъп. Видове графици.
Тема 22. Сървлети и Java Server Pages (JSP)
Основна структура  на сървлет.  Жизнен цикъл на сървлета.   Обработка на заявки на 
клиента  зададени  с  форми.  Формиране  на  отговор  към  клиента.  Формиране  на 
заглавните  части.  Използване  на  бисквитки  (cookies).  Проследяване  на  сесии. 
Скриптови елементи: JSP изрази, JSP скриплети, JSP декларации. JSP директива page. 
Атрибути import, contentType. Включване на файлове в JSP документ. 
Тема 23. Бизнес-информационни системи. 
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Основни модули. Критерии за оценка на инвестиционни решения. Многокритериална 
оптимизация. ERP системи.
Тема 24. Злонамерен софтуер. 
Основни предизвикателства пред информационната сигурност.  Вируси. Принципи на 
действие  и  методи  на  разпространение.  Червеи.  Троянски  коне.  Хакерски  атаки  – 
видове и методи на действие. Подслушване. Атаки, свързани с измами. Сканиране на 
портове. Програми – шпиони и реклами. Атаки, предизвикващи отказ на услуга.
Тема 25. Софтуер за защита. 
Видове защитен  софтуер.  Антивирусни  програми.  Принципи  и  методи на  действие. 
Защитни стени. Системи за откриване и предотвратяване на нарушения. Средства за 
наблюдение на системата. Криптиране.
Тема 26.  Системи линейни уравнения. Уравнения на права в равнината
Системи линейни нехомогенни уравнения. Системи хомогенни уравнения. Методи на 
Крамер и Гаус.Уравнения на права в равнината. 
Тема  27.  Производна  на  функция  на  една  реална  променлива.  Определен 
(Риманов) интеграл. Приложения
Дефиниции. Правила  за  диференциране.  Изследване  на  монотонност,  екстремуми, 
изпъкналост,  вдлъбнатост,  инфлексия.  Формула на Нютон-Лайбниц.  Интегриране по 
части и чрез смяна на променливите при определен интеграл. Приложения
Тема 28.  Функция на две и повече променливи. 
Дефиниция. Частни  производни.  Производна  на  сложна  функция.  Градиент. 
Производна по направление.  Локални екстремуми на функция на много променливи. 
Тема 29. Обикновени диференциални уравнения 
Основни понятия.  Теореми за съществуване и единственост на решение на задачата на 
Коши.  Диференциални   уравнения  с  отделящи  се  променливи.  Хомогенни 
диференциални уравнения и приводими към тях.   Линейни диференциални уравнения 
от първи ред. 
Тема 30. Редове
Дефиниция. Степенни редове.Област и радиус на сходимост.  Развитие на функции в 
степенни редове. 
Тема 31. Дискретна двумерна случайни величини. 
Дискретна  двумерна  случайна  величина. Маргинални  разпределения.  Условно 
разпределение. Условно математическо очакване и дисперсия.
Тема 32. Оптимизация на мрежи - задачи и модели. 
Мрежов  график.  Мрежово  и  ПЕРТ  представяне.  Критичен  път,  характеристики. 
Алгоритъм.

Програмата е приета от УНС на ЦИТН с протокол №    от 27. 03. 2008 г.
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ТЕМА 1. КРАЙНИ АВТОМАТИ

ПРИНЦИП НА РАБОТА НА КРАЙНИТЕ АВТОМАТИ. ДЕТЕРМИНИРАНИ И 
НЕДЕТЕРМИНИРАНИ КРАЙНИ АВТОМАТИ

1. Определение 

Краен ориентиран граф с  дефинирано начало и  крайни върхове  представлява  краен 
автомат без памет  А  над азбуката { },,..., 21 naaa=Σ .

Ако PSNG ,,,Σ=  е автоматна граматика, то тя се представя чрез ориентиран граф с 
върхове – нетерминалните символи от   N  и дъги – терминалните елементи на  Σ. Например, 
автоматната граматика

{ } { } PSBASbaG ,,,,,,=  с продукции { }bbBBaaAAbBaASP →→→= ,,

се представя с ориентирания граф на фиг. 1, където върхът S е начало на всеки път по графа. 
Всеки един от върхове  A  и  B  може да е краен за пътищата в графа. Пътят  S→ A→ A→ A 
еднозначно дефинира думата ааа над азбуката Σ.

Фиг. 1.
Детерминиран  краен  автомат  (ДКА)  е  всяка  наредена  петорка  FSNA ,,,, ∆Σ= , 

където
- N  е крайното множество от състояния на автомата (азбука на състоянията);
- Σ - крайното множество от входни букви (входна азбука);
- ∆: N × Σ → N – функцията на преходите, която по текущото състояние и входната буква 

привежда автомата в ново състояние;
- S – началното състояние на автомата;
- F ⊂ N  - множеството от крайни състояния на автомата.

2. Принцип на работа на крайния автомат

Допуска се, че  *...21 Σ∈= Iaaaw  е произволна дума над  Σ. По начално състояние  S и 
първия символ 1a  на w, чрез функцията на преходите ∆ се определя следващото състояние на 

автомата 1n  с равенството
),( 11 aSn ∆= .

На  1+i -  та  стъпка,  по  текущото  състояние  in  и  входен  символ  1+ia  се  определя 
следващото състояние:

),( 11 ++ ∆= iii ann  ∀ i  в интервала 11 −≤≤ Ii .
След изчерпване на всички входни символи ia , Ii −= 1 , се стига до състояние

),( 1 III ann −∆= .
Ако състояние FnI ∈  автоматът  A  разпознава думата w. При FnI ∉  автоматът  A  не 

разпознава думата w.
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Ако А е детерминиран краен автомат множеството 

{ }FwSwAL ∈∆Σ∈= ),(*)(

е език, разпознаван от автомата  А.  )(AL  се състои от всички входни думи  *Σ∈w , с които А 
достига състояние F от начално състояние S.

Недетерминиран  краен  автомат е  наредена  петорка  FSNA ,,,, ∆Σ= ,  където 
функцията на преходите  )(: NPN →Σ×∆  е  изображение на  Σ×N  в множеството  )(NP  от 
всички подмножества на N. Множествата от азбуки Σ,N , множеството от крайни състояния F  
и началният символ S  са дефинирани, както при детерминиран краен автомат.

Разширява  се  дефиниционното  множество  на  функцията  на  преход  ∆ върху 
множеството )(NP ×Σ*. Дефинира се функцията '∆  чрез равенството


'

),(),'('
Nn

anaN
∈

∆=∆  )(' NPN ∈∀  и Σ∈a .

При 1' =N , т.е. върху множеството Σ×N  следва ∆≡∆ ' .
За всяко )(' NPN ∈  и *Σ∈β= aw  се дефинира функцията "∆  върху множеството )(NP

×Σ* чрез равенствата

,'),'(" NN =ε∆
)),,'("('),'(" aNwN β∆∆=∆ .

Върху  множеството  )(NP ×Σ функцията  '" ∆≡∆ ,  а  върху  множеството  Σ×N  - 
функцията ∆≡∆ " .

Множеството  от  думи,  което  разпознава  недетерминиран  краен  автомат 
FSNA ,,,, ∆Σ= , се дефинира като

{ }( ){ }∅≠∩∆Σ∈= FwSwAL ,*)(

и се нарича език, разпознаван или породен от А.

Дефиниции:
1. Два крайни автомата 1A  и 2A  са еквивалентни, ако )( 1AL  = )( 2AL .
2.  Формалният  език  L над  азбуката  Σ се  разпознава  от  детерминиран  краен автомат точно 
тогава, когато може да се разпознае от някой недетерминиран краен автомат.

ОПЕРАЦИИ С РЕГУЛЯРНИ ИЗРАЗИ

1. Метод на построяване на регулярен израз по зададен краен ориентиран граф (диаграма 
на преходите)

1. Към дадена диаграма на преходите  T  се прибавя нов връх  x  и  Λ - дъги, водещи от  x 
към всеки начален връх на  Т. Добавя се нов връх  y  и  Λ - дъги, водещи от всеки краен 
връх към  y. В модифицираната диаграма на преходите x е единственият начален връх, а 
y – единственият краен връх.
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2. Елиминират се всички върхове на Т , докато останат само новите върхове  x  и  y. При 
това дъгите и техните етикети се променят. Всяка дъга се обозначава с регулярен израз, 
т.е.  построява  се  обобщената  диаграма  на  преходите.  Обобщената  диаграма  на 
преходите, получавана след всяка стъпка, разпознава същото множество от думи, както 
и първоначалната диаграма Т. Процесът завършва, когато се получи обобщена диаграма 
на преходите само с два върха x и  y,  от вида:

където nR α++α+α= ...21  е желаният регулярен израз.

Пример:
Да  се  конструира  регулярен  израз  по  зададен  преходен  граф  0T ,  който  разпознава 

множеството от всички думи над },{ ba=Σ  с четен брой a – та и четен бой b – та:

Първо се добавят нови върхове x  и  y. Тъй като връх 1 е едновременно начален и краен 
връх на 0T , добавя се една Λ-дъга, насочена от  x  към 1, втора Λ-дъга, насочена от 1 към  y. 
Обобщената диаграма на преходите получава вида

Елиминира се връх 2:

Елиминира се връх 1:

Конструирания регулярен израз 0R , за който 00
~~ TR = , получава вида

[ ] *)(*))(( baabbbaabaabbbaa +++++
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2.  Метод  на  подмножествата за  конструиране  на  краен автомат  по  зададен регулярен 
израз

Пример: Да се конструира краен автомат А  по зададен регулярен израз R над Σ, така, че RA ~~ = .
Алгоритъм:

1. Конструира  се  недетерминиран  краен  автомат  Т,  за  който  RT ~~ = .  Започва  се  от 
обобщената диаграма на преходите, съставена от начален връх x и краен връх  y, с дъга 
между тях, обозначена с регулярен израз R.

2. Последователно се разклонява  R,  като се прибавя нови върхове и дъги, докато всяка 
дъга се бележи само с буква от Σ или Λ, като се прилагат следните правила:

а. Ако между два върха  i  и  j съществува регулярен израз, съставен от произведението на два 
регулярни израза А  и В, то се въвежда нов връх k между  i  и  j  и насочена дъга от i  към  k, 
отбелязана с етикет  А  и дъга от  k  към  j, отбелязана с етикет B.

б.  Ако  между  два  върха   i и   j съществува  регулярен  израз,  представляващ  сума  на  два 
регулярни израза  А  и  В, между върховете  i  и  j  се добавят две дъги от  i и  j, обозначени 
съответно А и В.

в. Ако между два върха  i  и  j  има регулярен израз от вида  А*, добавя се нов връх  k  между  i 
и  j  и насочена дъга от i  към  k, отбелязана с етикет  Λ   и дъга от  k  към  j, отбелязана с етикет 
Λ, и дъга от k  към  k, обозначена с регулярен израз  А.

3. Построяване на трансформиращата таблица на прехода от недетерминиран към 
детерминиран краен автомат.

Нека Т е краен ориентиран граф на недетерминиран краен автомат, получен след стъпка 
2. Приема се, че { }ba,=Σ  е азбука и  М е произволно подмножество на върхове на Т. За всяка 
дума *Σ∈w  се дефинира подмножество wM  от всички върхове на  Т, до които w-път, водещ 
от някакъв връх на подмножеството М. Например, подмножеството abM  се състои от всички 
върхове на  Т, до които има ab -път от някакъв връх на  М  или все едно всички върхове на Т, 
до които има b -път от някакъв връх на aM .

Пример:

1) М = {1}                Мab = {2}                 Мa = {2}
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2) M = {1, 5}            Мab = {2, 3, 6}         Мb = {5} 
3) M = {1, 4, 6}        Мab = {2, 3}             Мa = {2, 6}

 
Трансформиращата  таблица  се  състои  от  три  стълба.  Елементите  от  таблицата  са 

подмножества от върховете на Т (евентуално празното множество). Подмножеството от първи 
ред, първи стълб е { } Λx , т.е. подмножество, състоящо се от началния връх x и всички върхове 
на  Т ,  до  които  има  Λ -  път  от   x.  За  всеки  ред  на  таблицата  се  прави  следното:  ако 
подмножеството  М  е в първи стълб, във втори стълб се прибавя множество  aM  - множество 
от върхове на   Т,  до които  а – път от някакъв връх на  М,  в трети стълб се прибавя  bM  - 
множество от върхове на  Т, до които b – път от някакъв връх на  М. Ако aM  не се среща преди 
това в първи стълб, то се поставя в на следващия ред в първи стълб и процесът се повтаря.  
Аналогично се процедира с  aM .  Процесът приключва, когато няма нови подмножества във 
втори и трети стълб на таблицата. Ако на определен ред в трансформиращата таблица липса  
подмножество  aM  или  aM ,  т.е.  преход  от  подмножеството  М не  е  дефиниран, 
трансформиращата таблица е непълна и преход към детерминиран автомат е не възможен.

М Ма Мb

М{x}Λ

-
-
-

-
-

4. Построяване на детерминиран краен автомат

Ако  трансформиращата  таблица  е  пълна,  тогава  се  построява  краен  детерминиран 
автомат автомат. Той се състои от толкова върха, колкото са редовете в таблицата. На всяко 
подмножество  М в  първи  стълб  от  таблицата  съответства  връх  M  в   А.  Върхът  { } Λx , 
съответстващ на подмножеството от първи ред и първи стълб, е единственият начален връх на  
А. Насочените дъги на крайния автомат съответстват на наредените двойки aMM ,  (за дъга с 

етикет  а)  и  bMM ,  (за дъга с етикет  b). Даден връх  M  от А  е  краен точно тогава, когато 
М съдържа краен връх на  Т.  Крайните върхове на крайния автомат са  тези върхове,  чиито 
множества в таблицата съдържат краен връх на диаграмата, от която е построена таблицата.

Пример:
Даден е регулярен израз  R  = *))((*)( babbaaba +++ ,  описващ множеството от 

всички думи над },{ ba=Σ , съдържащи или две последователни а-та, или две последователни 
b-та. Да се построи краен автомат, разпознаващ същото множество от думи.

1. Недетерминираният краен автомат се конструира по следния начин:
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която може да се сведе до

     
2. Таблицата  на  прехода  от  недетерминиран  към  детерминиран  автомат  (ако 

съществува)

M aM bM
{1} {1,3} {1,4}
{1,3} {1,3,2} {1,4}
{1,4} {1,3} {1,4,2}
{1,3,2} {1,3,2} {1,4,2}
{1,4,2} {1,3,2} {1,4,2}

3. Всички подмножества  aM  и  bM  се намират в първия стълб на таблицата, което 
означава, че може да се построи детерминиран краен автомат Детерминираният краен автомат 
има следната структура

Структурата на детерминирания краен автомат може да се минимизира. 

Означават се върховете на ДКА, както следва:

(1) с S0; (1,3) с S1; (1,4) с S2; (1,3,2) с S3; (1,4,2) с S4.
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Подмножествата  от  върхове,  съдържащи  крайния  връх  (2)  на  недетерминирания 
автомата са крайни върхове н детерминирания автомат, т.е. S3 и S4.

Множеството от  състояния  на  детерминирания  автомат се  разбиват  на  два  класа  на 
еквивалентност, т.е. 

{ }0
1

0
0

0 , NNN = , където },,{ 210
0
0 SSSN = , },{ 43

0
1 SSN = .

Подмножествата 0
0N  и 0

1N  се разбиват на класове на еквивалентност чрез прилагане 

на теста за еквивалентност с тестовите символи от азбуката  },{ ba=Σ ,  като се построяват 
следните таблици.

0
0N
S0 S1 S2

а 0
0N 0

1N 0
1N

b 0
0N 0

0N 0
1N

 
0
1N
S3 S4

a 0
1N 0

1N
b 0

1N 0
1N

От  първата  таблица  следва,  че  символът  a разбива  множеството  0
0N  на  две 

подмножества от елементи, съответно (S0) и (S1, S2), а символът b разбива множеството 0
0N  на 

две подмножества от елементи, съответно (S0,  S1) и (S2), т.е. тестовите символи a и b разбиват 
множеството  0

0N  на  три  подмножества  от  елементни,  съответно  (S0),  (S1)  и  (S2),  които  се 
означават по следния начин

}{ 0
1
0 SN = , }{ 1

1
1 SN = , }{ 2

1
2 SN = .

От втората таблица следва, че символът a и символът b не разбиват множеството 0
1N , 

което се означава като 1
3N , т.е. 0

1
1
3 NN = .

Следователно, следващото разбиване на множеството от състояния има вида
{ }1

3
1
2

1
1

1
0

1 ,,, NNNNN = ,

където }{ 0
1
0 SN = , }{ 1

1
1 SN = , }{ 2

1
2 SN = , },{ 43

0
1

1
3 SSNN == .

Към  подмножествата  от  състояния  се  прилага  тестът  за  еквивалентност,  като  се  
построяват следните таблици
    1

0N                        1
1N

S0

a 1
1N

b 1
2N

1
2N                     1

3N
S2

S1

a 1
3N

b 1
2N
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а 1
1N

b 1
3N

От  таблиците  следва,  че  няма  нови  разбивания.  От  така  дефинираните  функции  на 
прехода  се  построява  крайният  ориентиран  граф  на  детерминирания  краен  автомат  с 
минимален брой състояния.

S3, S4 

а 1
3N

b 1
3N
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ТЕМА 2. МАШИНА НА ТЮРИНГ

1. Обща характеристика
Машината на Тюринг е абстрактен автомат с неограничена външна памет, като всяка 

компонента на запомнената в нея информация е потенциално достъпна за прочитане и замяна.
Машината на  Тюринг функционира  като  идентификатор и преобразувател  на  езици.  

Структурата на идентификатора на Тюринг съдържа управляващо устройство с крайна памет, 
което в дискретен момент се намира в едно от краен брой вътрешни състояния, и лента, която 
е крайна или безкрайна. Лентата е разделена на клетки. Във всяка клетка е записана точно един  
символ  от  азбука,  наречена  лентова  азбука.  Част  от  лентовите  символи,  образуват  входна 
азбука, чрез която на лентата се записват входните думи. Един лентов символ се използва за  
означаване на празна клетка.

Управляващото  устройство  чрез  четящ  и  пишещ  елемент  в  дискретен  момент  чете 
символ,  записан  в  клетка  на  лентата,  записва  на  негово  място  нов  лентов  символ  и  се 
предвижва с една клетка на ляво (left) –L или надясно (right)  R. Едно вътрешно състояние на 
управляващото устройство е начално, а част от вътрешните състояния са заключителни.

Машината  работи  на  тактове.  На  лентата  е  записана  дума  от  символи  на  входната 
азбука.  Четящо-записващото  устройство  се  намира  на  определено  място,  например  върху 
крайния ляв символ на думата. Машината започва да работи от началното вътрешно състояние. 
При всеки следващ такт  в  зависимост  от  вътрешното състояние  прочетения  лентов  символ 
управляващото устройство определя в какво ново вътрешно състояние да премине, кой символ 
да запище в клетката на прочетения символ и коя нова клетка да прочете – тази отдясно или 
тази отляво на прочетената клетка. Машината на Тюринг спира работа, ако в управляващото  
устройство няма инструкция как да продължи.

Дефиниция: Детерминирана машина на Тюринг е наредена седморка Т = 〈N, Σ, ∆, V, S0, 
ε, F〉, където N е крайно множество от вътрешни състояния на машината на Тюринг, нареченo 
азбука на вътрешните състояния;
Σ -  крайно  множество  от  входни  символи,  наречено  азбука  ма  входните  символи  (входна 
азбука);
∆ - функция на преходите в дефиниционната област  D(∆), за която D(∆)  ⊆ N × V и област на 
стойностите R(∆), за която R(∆) ⊆ N × V × {R, L}, R, L ∉ N × V;
V – крайно непразно множество от лентови символи, наречено лентова азбука, такава, че Σ ⊃ V;
S0 – начално вътрешно състояние на машината на Тюринг;
Λ ∈ V -  Σ - лентов символ за празната клетка;
F ⊆ N – множество на заключителните вътрешни състояния.

В случай, че областта от стойностите  R(∆) на функцията на преходите  ∆ се състои от 
подмножества на N × V × {R, L}, машината на Тюринг е недетерминитрана. Детерминираните и 
недетермонирани машинаи на Тюринг са еквивалентни относно разпознаваните от тях езици.

2. Изчислителни конфигурация и процеси в машината на Тюринг

Дефиниция:
Конфигурация на дадена машина на Тюринг  Т =  〈N,  Σ,  ∆,  V,  S0,  Λ,  F〉,  е наредената 

тройка  〈α, S, Аβ〉, където S ∈ N;  A ∈ V;  α, β ∈ V*.
Конфигурацията  〈α,  S,  Аβ〉 показва  в  даден момент записа  на  лентата  α,  наляво  от 

символа  А,  където е  позиционирано четящото устройство,  състоянието  S на  управляващото 
устройство,  символът  А,  който  прочита  чрез  четящото  устройство  и  записа  на  лентата  β, 
надясно от символа A, където е позиционирано четящото устройство. Думата α А β се нарича 
лентова дума на конфигурацията. Конфигурацията  〈ε,  S0,  Аβ〉, където Аβ ∈ V + е начална за 
машината на Тюринг.
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Фиг. 1.

В съответствие с функционалната схема на Фиг. 1 управляващото устройство на  Т се 
намира в състояние S и прочита клетката със записан върху нея лентов символ А. Думата α се 
състои от символите, записани върху лентата от най-лявата непразна клетка до прочитаната в 
момента  клетка.  Думата  β се  състои от  символите,  записани  върху лентата  от  най-дясната 
непразна клетка до прочитаната в момента клетка. Наляво от α и надясно от β се намират само 
празни клетки, означени с Λ.

При дадена конфигурация 〈α, S, Аβ〉 на Т = 〈N, Σ, ∆, V, S0, Λ, F〉, функцията на преходите 
∆ определя един от следните преходи (тактове на Т) към нова конфигурация:
1. Допуска се, че ∆(S, A) = 〈Q, В, R〉.

Тогава при β = С β1 ≠ ε

〈α, S, Аβ〉 → 〈αB, Q, Сβ1〉, ако  αB ∉ {Λ}*;

〈α, S, Аβ〉 → 〈ε, Q, Сβ1〉, ако  αB ∈ {Λ}*

При β = ε

〈α, S, А〉 → 〈αB, Q, Λ〉, ако  αB ∉ {Λ}*;

〈α, S, А〉 → 〈ε, Q, Λ〉, ако  αB ∈ {Λ}*.

2. Допуска се, че ∆(S, A) = 〈Q, В, L〉.

Тогава при α = α1D  ≠ ε

〈α, S, Аβ〉 → 〈α1, Q, DBβ〉, ако  Bβ  ∉ {Λ}*;

〈α, S, Аβ〉 → 〈α1, Q, D〉, ако  Bβ  ∈ {Λ}*.

При α = ε

〈ε, S, Аβ〉 → 〈ε, Q, ΛBβ〉, ако  ΛBβ  ∉ {Λ}*;

〈ε, S, Аβ〉 → 〈ε, Q, Λ〉, ако  ΛBβ  ∈ {Λ}*.

Последователността  от  краен  брой  преходи  на  една  конфигурация  на  Т в  друга 
конфигурация се нарича  изчислителен процес на Т.  Конфигурацията,  за която функцията на 
преходите не определя никакъв преход към друга конфигурация, се нарича крайна.

Изчислителен процес на  Т,  започващ с начална конфигурация и завършващ с крайна 
конфигурация,  се  нарича завършващ  изчислителен процес на Т,  т.е.  машината на Тюринг е 
приложима към лентовата дума на началната конфигурация.

Дефиниция: Машината на Тюринг Т = 〈N, Σ, ∆, V, S0, Λ, F〉 разпознава входната дума w ∈ Σ*, 
тогава и само тогава, когато съществуващ завършващ изчислителен процес на Т, т.е.

〈ε, S0, w〉 → 〈α, Q, Аβ〉,
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където Q ∈F. При w = ε началната конфигурация е 〈ε, S0, w〉
Множеството от всички ввходни думи, които  T разпознава, преставлява  езикът  L(Т), 

който T разпознава.
Езиците, разпознавани от T се наричат рекурсивно номерируеми. Езиците, разпознавани 

от T, която за всяка входна дума задава завършващ изчислителен процес, т.е. спира след краен 
брой тактове, се наричат рекурсивни езици.

Функцията на преходите на машината на Тюринг се задава таблично или чрез диаграма 
на преходите. В  таблицата на преходите на всяко вътрешно състояние съответства по един 
ред,  на всеки лентов символ – по една колона,  а в клетките на пресечните места са дадени 
стойностите на функцията за съответното вътрешно състояние и съответния лентов символ.

В диаграмата на преходите на машината на Тюринг всеки два върха съответстващи на 
състоянията S и Q се свързват с насочена дъга, ориетирана от  S към Q с етикет А/В, D (direction 
D =  R right,  D =  L left), като функцията на преходите се записва във вида ∆(S,  A) = 〈Q,  B,  D〉, 
където A, В ∈ V; S, Q ∈ N; D ∈ {R, L}.

Пример:
Дадена е машина на Тюринг, дефинирана с наредената седморка

Т = 〈N, Σ, ∆, V, S0, Λ, F〉,

където N = {S0, S1, S2, S3, S4, S5, S6}; Σ = {0, 1, X, Λ}; F = { S0}, с функция на преходите ∆, 
дефинирана с уравненията

∆(S0, 0) = 〈S1, X, R〉; ∆(S3, 0) = 〈S5, Λ, L〉;

∆(S0, 1) = 〈S2, X, R〉; ∆(S4, 1) = 〈S6, Λ, L〉;

∆(S1, 0) = 〈S1, 0, R〉; ∆(S5, 0) = 〈S5, 0, L〉;

∆(S1, 1) = 〈S1, 1, R〉; ∆(S5, 1) = 〈S5, 1, L〉;

∆(S1, ε) = 〈S3, Λ, L〉; ∆(S5, X) = 〈S0, X, R〉;

∆(S2, 0) = 〈S2, 0, R〉; ∆(S6, 0) = 〈S6, 0, L〉;

∆(S2, 1) = 〈S2, 1, R〉; ∆(S6, 1) = 〈S6, 1, L〉;

∆(S2, ε) = 〈S4, Λ, L〉; ∆(S6, X) = 〈S0, X, R〉;

Таблица на преходите

Λ 0 1 X
S0 - X, R, S1 X, R, S2 -
S1 Λ, L, S3 0, R, S1 1, R, S1 -
S2 Λ, L, S4 0, R, S2 1, R, S2 -
S3 - Λ, L, S5 - -
S4 - - Λ, L, S6 -
S5 - 0, L, S5 1, L, S5 X, R, S0

S6 - 0, L, S6 1, L, S6 X, R, S0

Диаграмата на преходите е представена на Фиг.2.
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Фиг. 2.
Да  се  анализира  работата  на  T над  входните  думи  001,  1001  и  празната  дума  ε. 

Началните конфигурации за думите са както следва

〈ε, S0, 001〉, 〈ε, S0, 1001〉, 〈ε, S0, Λ〉

〈ε, S0, 001〉 → 〈X, S1, 01〉 → 〈X 0, S1, 1〉 → 〈X 01, S1, ε〉 → 〈X 0, S3, 1〉

〈ε, S0, 1001〉 → 〈X, S2, 001〉 → 〈X0, S2, 01〉 → 〈X00, S2, 1〉 → 〈X001, S2, Λ〉 → 
〈X00, S4, 1〉 → 〈X0, S6, 0〉 → 〈X, S6, 00〉 → 〈ε, S6, X00〉 → 〈X, S0, 00〉 → 
〈 XX, S1, 0〉 → 〈 XX0, S1, Λ〉 → 〈 XX, S6, 0〉 → 〈 X, S5, X 〉 → 〈 XX, S0, Λ〉

Конфигурацията  〈 XX,  S0,  Λ〉 е крайна, тъй като стойността на функцията  ∆(S0,  Λ) не е 
дефинирана. Машината на Тюринг разпознава думите 1001 и  ε,  тъй като  S0 е заключително 
състояние, но не разпознава 001, тъй като S3  не е заключително състояние. 

Машината отбелязва с Х първата входната дума и преминава в състояние, което помни 
тази буква. Преминава през останалите букви на думата без да ги променя, докато стигне до  
първата празна клетка. След това се връща една клетка назад и сравнява последната буква на  
входната дума с първата. Ако те не съвпадат, T спира в незаключително състояние (думата не 
се разпознава). В случай, че съвпадат, изтрива тази буква и движейки се наляво, търси буква X, 
като не променя буквите в преминаваните клетки. Като открие символа X, машината Т се връща 
с една клетка надясно и преминава в начално състояние. Повтаря се цокълът на сравняване на  
втората и предпоследна буква на думата. В случай, че няма повече букви за сравнение, Т спира 
в  заключително  състояние.  Следователно,  машината  Т разпознава  точно  думите  с  четна 
дължина, които се четат еднакво отляво надясно и отдясно наляво.

Дефиниция: Ако Т = 〈N, Σ, ∆, V, S0, Λ, F〉 функцията )(wfT  е определима по Тюринг чрез T, 
ако удовлетворява следните условия

fT (w) = β, ако процесът 〈ε, S0, Аw′〉 → 〈β′, Q, Bβ″〉 е завършвщ изчислителен процес за Аw′ = w и 
β′Bβ″ = β;

fT (w) е неопределена в противен случай.

Възможно е изчислителния процес да продължи безкрайно (зацикляне). Това е причина 
в общия случай определимите по Тюринг функции да са частични. Тези функции позволяват  
машината на Тюринг да се интерпретира като преобразовател на езици, който,  преобразува  
дадена начална лентова дума в изходна лентова дума.

Построяването на машина на Тюринг за определяне на дадена функция, изисква точен 
анализ на изчислителния процес, който определя стойностите на функцията и определяне на 
механизма, чрез който този процес се задава посредством машината на Тюринг. Поради 
простотата на операциите, които машината на Тюринг извършва и ограничения достъп й до 
външната памет – лентата, това е трудоемка задача.
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За преодоляване на това ограничение е необходимо да се създаде език за програмиране.  
При това използваните операции ще са свързани само с действието на машината,  без да се 
следи за разпределението на паметта – кога, къде и какво е записано на лентата.

18



Тема 3:  Типове данни в С++. Прости типове, масиви, структури, класове. Управляващи  
оператори в С++. Оператори за условен преход. Циклични конструкции. Прости цикли.  
Цикли с предусловие и с постусловие.

Програмният език С++ допуска използването на различни типове данни, които на най-
ниско  ниво  могат  да  бъдат  разделени  в  две  основни  групи:  базови /вградени/  и 
потребителски /дефинирани  от  потребителя/.  Основните  базови  типове  данни  можем  да 
класифицираме по следния начин::

Базови  типове  данни  в  С++  с  отделената  за  съхраняване  на  скаларен  тип  
оперативна памет:

• Скаларни типове
o Булев /bool/ 1 В
o Цял /int/ 4 В
o Реален /double/ 8 В
o Символен /char/ 1 В
o Изброен /enum/
o Указател
o Псевдоним

• Съставни типове
o Масив
o Вектор
o Низ

Ето една примерна декларация на променливи от базов тип:

void main()
{
int n,m=2; //  Цели
double p=1.5,q; //  Реални
bool b1,b2=false; // Булеви
char s, st='A'; // Символни
enum Weekday{Su,Mo,Tu,We,Th,Fr,Sa}; // Изброен тип
int *u=&n; // Указател
char * str; // Указател
int &pse=m; // Псевдоним
}

Масивът е съставна статична структура от еднотипни данни от вече деклариран /базов или 
потребителски/ тип. Масивите се разполагат линейно в оперативната памет независимо 
дали са едномерни или с повече от една размерност. Името на масива е указател към първия 
му елемент, т.е. съдържа адреса в ОП, на който е разположен първият елемент на масива, 
този с индекс 0. Ето примерна декларация на масиви с различна размерност:

void main()

{int masiv1[5][10]={{1,2,3,4,5},

{6,7},

{8,9,10}};

double masiv2[7]={1.5,7,3.4};

char * str, str1[15];

}
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Достъпът до елемент на масив с индекс index се осъществява с преизчисляване на 
относителния му адрес спрямо елемента с индекс 0 по следната формула:

Adr_new = Adr + index * razmer,

където:

• Adr_new е адресът в ОП на елемента с индекс index
• Adr е адресът на първия елемент от масива /имащ индекс 0/,  който е записан в 

клетката, съдържаща името на масива /указателя към елементите му/
• index е индексът на търсения елемент
• razmer  е размерът в байтове на типа на елементите, указан при деклариране на  

масива...

Структурата и класът  са съставни статични структури от не еднотипни данни 
от вече деклариран /базов или потребителски/ тип. Ето примерна декларация на структура:

struct record
{private:
int n;
double p,q;

public:
        double s;
        int function1(int x, double y);

} ;

и клас:

class Sample
{private:
int data1;
double data2;

public:
          Sample (int a, double b); // Конструктор
         ~Sample(); // Деструктор
          int function(int x, double y); // Мутатор
         void print() const; //Функция за достъп

} ;

Структурата  и  класът  съдържат  членове  –  данни  и  членове  –  функции  /методи/, 
достъпът  до  които  се  определя  с  ключовите  думи  public,  private  и  protected. Частта, 
декларирана като public се нарича интерфейс, а частта private - капсулирана част. Ключовата 
дума protected определя правилата за наследяване.

Ако не са указани явно правилата за достъп, членовете на структурата се възприемат 
като  public, а на класа – като private.

Членовете - функции на клас се разделят на конструктори, деструктори, мутатори и  
функции  за  достъп.  Ако  не  са  явно  декларирани  конструктори  и  деструктор,  се  създават 
конструктор  и  деструктор  по подразбиране.  В един клас  може да  се  декларират  няколко 
конструктора, всички с името на класа, различаващи се по броя на параметрите си, генериращи 
обектите  на  класа,  и  един  деструктор  за  разрушаване  на  обектите.  Явното  дефиниране  на 
деструктор е задължително при използването на динамичната памет на компютъра.
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В  класическата  компютърна  архитектура  от  фон  Нойманов  тип  предаването  на 
управлението се извършва последователно – на оператора, непосредствено следващ последния 
изпълнен оператор. Промяната на тази последователност е възможна с операторите за условен 
преход и цикличните конструкции. Ето пример за прост условен оператор:

#include <iostream.h>
void main()
{int n; cin>>n;
if(n<10) cout<<"Цифра"; else cout<<"Число"; }

Ако условието е изпълнено се изпълнява операторът /блокът оператори/ следващ if, в 
противен случай - операторът /блокът оператори/ следващ else.  Ако е изпусната клаузата  else 
управлението се предава на следващия след if оператор.

С++ позволява използването и на 3 типа  циклични конструкции. Ето примерното им 
описание:

• Оператор за цикъл for:

#include <iostream.h>
void main()
{
for(int i=1;i<10;i++) cout<<i<<endl;
}
Схема  на  работа: Инициализация  на  управляващата  променлива  ->  Проверка  за 
валидност на стойността -> При истина – изпълнение, иначе - изход -> Актуализация на 
управляващата -> Проверка.

• Оператор за цикъл с постусловие do/while:

#include <iostream.h>
int main()
{int n;
do
{cout<<"\nВъведете положително число: "; cin>>n;} while(n<0);
return 0;
}

Схема на работа: Изпълнение -> Проверка за валидност на стойността -> При истина – 
повторно изпълнение, иначе - изход -> Проверка.

• Оператор за цикъл с предусловие while:

#include <iostream.h>
int main()
{int n=-1;
while(n<0)
{cout<<"\nВъведете положително число: "; cin>>n;} 
return 0;
}

Схема на работа: Проверка за валидност на стойността -> При истина – изпълнение,  
иначе - изход -> Проверка.
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Тема 4: Процедури и функции в С++. Итерация и рекурсия. Динамични структури в С++. 
Линейни динамични структури. Стек. Опашка. Нелинейни динамични структури. Дърво.

Процедурите  и  функциите  в  С++  са  основни  структурни  единици,  изграждащи 
програмите на езика. Точно една от процедурите или функциите има име main и с нея стартира 
изпълнението на програмата. Основните предимства на използването на процедури и функции 
се състоят в :

• Програмният код става по-ясен за четене и по-лесен за модифициране.
• Избягва се дублирането на едни и същи групи оператори /програмни фрагменти/ 

на различни места в кода.
• Икономисва  се  оперативна  памет  –  кодът  на  процедурите  и  функциите  се 

компилира  еднократно  и  обръщението  към  тях  се  осъществява  посредством  предаване  на  
управлението.

Синтактически  за  означаване  на  процедура  се  използва  ключовата  дума  void, 
последвана от името на процедурата:

 
void <име на процедурата> (<формални параметри>) {<тяло на процедурата>}

За разлика от процедурите,  при деклариране на функции задължително се указва и 
типът на функцията:

<тип  на  функцията  >  <име  на  функцията>  (<формални  параметри>)  {<тяло  на 
функцията>}

В този смисъл по начин на  приложение  процедурите  са  близки до операторите,  а  
функциите  –  до  променливите.  При  описанието  на  процедурите  и  функциите  могат  да  се  
използуват  един  или  повече  параметри,  наречени  формални.  Описанието  на  типа  на 
формалните  параметри  е  задължително.  Замяната  на  формалните с  фактически параметри 
става при обръщение към процедурата или функцията в процеса на изпълнение на програмата.

Всяка функция съдържа в тялото си един или повече оператори return, като стойността 
на израза, следващ оператора return,  се пресмята и се присвоява на името на функцията. При 
среща на оператор return в тялото на функцията изпълнението й се прекратява и управлението 
се предава на главната програма. 

Ето пример за използване на процедура и функция:

#include <iostream.h>
void Shapka(char* Ime) // Процедура с един формален параметър
{cout<<"\n Справка за месечното възнаграждение на \n";
cout<<Ime<<endl;}

int Uvelichenie(int Staz)  // Функция с един формален параметър
{Staz++;return Staz;}

int main() //Главна функция
{char * Rabotnik; int St;
cout<<"\nВъведете име: "; cin>>Rabotnik;
cout<<"\n и стаж :"; cin>>St;
Shapka(Rabotnik);
cout<<"\n има нов стаж "<<Uvelichenie(St)<<endl;
return 0;}
Итерацията и рекурсията са основни способи за реализация на алгоритми, при които 

стойностите  на  обектите  зависят  от  управляваща  променлива  и  респективно  от  вече 
пресметнати или необходимо да бъдат пресметнати стойности на обектите при други /една или 
повече/  стойности  на  управляващата  променлива.  Рекурсивни наричаме  функциите, 
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осъществяващи  обръщение  сами  към  себе  си  с  вариране  на  формалните  параметри.  
Рекурсивните функции са ресурсоядни и следва да се използват внимателно. Рекурсията може 
да се замени с итеративен алгоритъм и/или попълване на таблици с вече пресмятани резултати.  
Типичен пример в това  отношение  е  рекурсивният  алгоритъм за  пресмятане  на  числата  на 
Фибоначи.

Ще илюстрираме с итеративна и рекурсивна реализация на пресмятането на факториел 
/n!=1*2*3*…*(n-1)*n/.

#include <iostream.h>
int Factorial_I(int n)
{int fact=1, k;
for(k=1;k<=n;k++) fact*=k;
return fact;}

int Factorial_R(int n)
{if(n==1) return 1;
else return n*Factorial_R(n-1);}

int main()
{int Chislo;
cout<<"\nВъведете число: ";
cin>>Chislo;

cout<<"\n Факториел итеративно "<<Factorial_I(Chislo)<<endl;
cout<<"\n Факториел рекурсивно "<<Factorial_R(Chislo)<<endl;
return 0;}

Формално  реализацията  на  динамичните  структури  в  С++  /опашки,  стекове  и  
дървета/ се осъществява с помощта на масиви. Различията между тях са на алгоритмично – 
логическо ниво. 

Опашката /queue/    е  линейна динамична структура,  при която обслужването на 
заявките  /обработката  на  елементите  на  опашката/  става  последователно  по  реда  на 
постъпването  им,  в  съответствие  с  така  наречения  First  In  –  First  Out  /FIFO/ принцип.. 
Опашката се характеризира с  начало и  край. Всички елементи постъпват в опашката само в 
края й и я напускат само в началото.  Опашката е празна, ако началото и краят й съвпадат. Ето 
илюстрация на опашка:

ai ai+1 ai+2 . . . an-1 an

начало край
на на
опашката опашката

Стекът  /stack/  е линейна динамична структура, при която обслужването на заявките 
/обработката на елементите на стека/ става последователно и обратно на реда на постъпването 
им, в съответствие с така наречения Last In – First Out /LIFO/ принцип. Елементите постъпват и 
съответно напускат стека само през върха на стека. Обслужва се елементът на върха. Стекът е 
празен, ако не съдържа елемент на върха. Ето илюстрация на стек:

а1 а2 а3 . . . . an-1 an
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връх
на
стека

 
Дървото /tree/ е  нелинейна  динамична  структура,  при  която  обслужването  на 

заявките може да се извърши в съответствие с избрана стратегия на обхождане –  в широчина 
или в дълбочина. При обхождане на дървото в широчина се обслужват заявки в съответствие с 
нивото  на  елемента  в  дървото  –  първо  коренът,  после  непосредствените  му  наследници 
/върхове  от  първо ниво/,  след  това  всички  върхове  от  второ ниво и  т.н.  При  обхождане  в 
дълбочина се обслужват всички леви поддървета до достигане на елемент, не притежаващ ляво 
поддърво. В този момент се обслужва един наследник от дясното поддърво и се връщаме към 
стратегията за следване на леви поддървета. 

Схема на дърво, обхождано в дълбочина:
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Тема  5:  Конструиране  на  класове.  Капсулиране  на  данни.  Интерфейс.  Конструктори,  
деструктори и мутатори. Предефиниране на операции в С++. Наследяване на класове в С+
+. Полиморфизъм и динамично свързване.

Конструирането на обекти представители на класа е поверено на специални членове-
функции на класа, наречени конструктори.  Конструкторът е член-функция на класа, имаща 
същото име като класа. Класът може да притежава или да не притежава конструктори. При  
липса  на  явно  дефиниран  конструктор  компилаторът  създава  служебен  конструктор  по 
подразбиране  без  формални  параметри,  чието  предназначение  е  да  резервира  място  в 
оперативната памет за разполагане на собствените членове данни на обекта. 

Всеки клас може да има и повече от един конструктор, различаващи се по броя на 
формалните параметри. В този случай при конструиране на обект се търси съвпадение първо по 
брой,  а  после  и  по  тип  на  формалните  параметри.  Съответно  някои  от  параметрите  на 
конструктора  могат  да  бъдат  декларирани като  параметри по подразбиране като  се  спазва 
правилото,  че  след  подразбиращ  се  параметър  всички  следващи  трябва  също  да  са 
подразбиращи се. 

Ето пример за примитивни конструктори:

#include <iostream.h>
class Complex
{private:
double Re, Im;
public:
Complex() // Конструктор без параметри
{Re=0; Im=0;}
Complex(double,double); //Конструктор с два параметъра
};
Complex::Complex(double Real, double Imag)
{Re=Real; Im=Imag;}

int main()
{ Complex Q, S=Complex(1,1);
return 0;}

Конструкторът без параметри в примера е описан в тялото на класа. Конструкторът с 
два параметъра е дефиниран извън тялото на класа с използване на оператора за принадлежност 
“::”.

Двата  конструктора  в  примера  могат  да  се  обединят  в  един  общ  конструктор 
посредством използване на параметри по подразбиране по следния начин:

#include <iostream.h>
class Complex
{private:
double Re, Im;
public:
Complex(double=0,double=0); };
Complex::Complex(double Real, double Imag)
{Re=Real; Im=Imag;}

int main()
{ Complex Q, S=Complex(1,1);
return 0;}

При използване на  функции, имащи за параметър обект на клас, предаван само по  
стойност,  а  не  по  адрес,  се  прилагат  особени  конструктори,  наречени  копиращи 
конструктори.  Копиращият  конструктор се  използва  за  присвояване  на  стойностите  на 
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членовете данни между обекта - фактически параметър и клетките, запазени в оперативната  
памет  за  съхранение  на  членовете  данни  на  обекта  -  формален  параметър  на  функцията.  
Копиращите конструктори се създават служебно, но е допустимо да се опише и явен копиращ 
конструктор:

Complex::Complex(Complex const & C)
{Re=C.Re; Im=C.Im;}

Този конструктор се извиква при присвоявания от вида

Complex Q = S;

и в действителност с помощта на служебния указател this се преобразува в 

Complex::Complex(Complex * this, Complex const & C)
{this -> Re=C.Re; this -> Im=C.Im;}

Предефинирането на операции в С++ е възможност на езика, осигуряваща удобства 
при записване на код и по-добра четимост на вече създадени кодове. Разполагаме с една от  
следните две възможности:

• Предефиниране посредством приятелска операторна функция:

#include <iostream.h>
class Complex
{private:
double Re, Im;
public:
Complex(double=0,double=0);

friend Complex operator + (Complex const & C1, Complex const & C2)
{Complex C(C1.Re + C2.Re, C1.Im + C2.Im);
return C;};
};

Complex::Complex(double Real, double Imag)
{Re=Real; Im=Imag;}

int main()
{ Complex Q, S=Complex(1,1);
Complex T=S+Q;
return 0;
}

Изразът  S+Q в  примера  се  интерпретира  от  компилатора  като  извикване  на 
операторната  функция  operator +  (S,Q).  Лявата  асоциативност  на  оператора  се 
запазва, а в добавка получаваме допълнителни удобства при записване на по-сложни 
изрази.

• Предефиниране посредством член функция на класа:

#include <iostream.h>
class Complex
{private:
double Re, Im;
public:
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Complex(double=0,double=0);

Complex operator + (Complex const & C1) const
{Complex C(Re + C1.Re, Im + C1.Im);
return C;};
};

Complex::Complex(double Real, double Imag)
{Re=Real; Im=Imag;}

int main()
{ Complex Q, S=Complex(1,1);
Complex T=S+Q;
return 0;
}

Изразът  S+Q в  този  пример  се  интерпретира  от  компилатора  като  извикване  на 
операторната функция S_operator + (Q). Лявата асоциативност на оператора отново се 
запазва.

Една  от  основните  възможности,  осигурявани  от  програмния  език  С++  е  за 
създаването  на  фамилии  от  класове,  при  което  производният  клас наследява  данните  и 
методите  на  базовия  клас /при  просто  наследяване/  или  на  групата  базови  класове /при 
множествено наследяване/. Управлението на схемите на наследяване се извършва с помощта 
на ключовите думи public, private и  protected и е дадено в следната таблица:

Схема на наследяване Атрибут в базов клас Наследява се като

public
private private
public public

protected protected

private
private private
public private

protected private

protected
private private
public protected

protected protected

Наследените  компоненти  се  различават  от  собствените  по  правата  на  достъп. 
Производният клас има пряк достъп до компонентите  public и  protected на базовия клас, но 
няма  достъп  до  обявените  като  private.  Ако  не  е  явно  указана  схемата  на  наследяване  на 
конкретен базов клас, подразбира се схема на наследяване private. 

Ето  пример  за  просто  наследяване  с  описание  на  конструкторите  на  базов  и 
производен клас:

#include <iostream.h>

class base{   // Базов клас
private: int a1;
protected: int a2;
public:
base(int x=0,int y=0)  // Конструктор на базов клас
{a1=x; a2=y;}
};

class der: public base  // Производен клас, схема на наследяване public
{private : int d1;
protected: int d2;
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public:
der(int x, int y, int z=0, int t=0): base(x,y)  // Конструктор на производен клас
{d1=z; d2=t;} // с инициализация пред тялото
};

int main()
{ der x(1,2,3,4);
return 0;
}

Конструкторът на производния клас използва за създаване на обекти конструктора на 
базовия клас. Инициализацията е изнесена пред тялото на конструктора на класа наследник.
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Тема  6: Шаблони  в  С++.  Шаблони  на  функции  и  класове.  Предназначение,  видове,  
инициализация, параметри по подразбиране. 

Идеята,  която  е  заложена  в  основата  на  използването  на  шаблони в  С++  е  да  се 
позволи описанието на  класове или отделни функции,  зависещи от параметър.  Нерядко се 
налага  създаването  на  програми,  реализиращи  алгоритми,  които  не  зависят  от  типа  на 
обработваните данни. В такива случаи е удобно типът на данните да се параметризира при 
описанието на методите и да се конкретизира при конкретното приложение на метода. Не лош 
пример е реализацията на стратегията на стека при обслужване на заявки в случаите, когато 
елементите на стека са например числа или символи. 

Използуването  на  шаблони  /templates/  позволява  формализация  на  описанието с 
обръщение към неопределени, хипотетични данни, които се конкретизират при изпълнението. 
Подобно обръщение към “обобщена функция” или клас става с параметри от конкретен тип.  
Компилаторът генерира шаблонна функция, замествайки параметрите на шаблона с типовете на 
подаваните фактически параметри без да извършва преобразувания на типовете. Ето пример за 
шаблонна функция:

#include <iostream.h>

template <class T>
void read(int n, T * c)   // Шаблонна процедура
{for(int i=0;i<n;i++)
     {cout<<"element["<<i<<"]="; cin>>c[i];}
 }    
template <class T>
T minarray (int n, T * a)  //Шаблонна функция
{T min=a[0];
for(int i=1;i<n;i++)

if(a[i]<min) min=a[i];
return min;
}

int main()
{ cout<<"n = "; int n; cin>>n;
int a[10];
read(n,a); // Обръщение към шаблонна процедура с параметър int
cout<<minarray(n,a)<<endl;  // Обръщение към шаблонна функция. Параметър int
double b[10];
read(n,b); // Обръщение към шаблонна процедура с параметър double
cout<<minarray(n,b)<<endl;//Обръщение към шаблонна функция с double
return 0;
}

Описанието на  шаблон на клас се прави по сходни правила. Шаблонът на клас не е 
истински  клас.  Той  се  използва  от  компилатора  за  генериране  на  конкретните,  наричани 
шаблонни, класове. Шаблонните класове се означават също и като специализации на шаблона. 
При описанието на шаблона на клас се използуват 

• Вградени /описани в декларацията/ и 
• Не вградени /описани извън декларацията/

членове функции на шаблона. Всеки шаблон на клас може да съдържа както шаблонни, така и 
обикновени членове функции. Ето пример за деклариране на шаблон на клас:

template <class T, class S>
class EXAMPLE
{public:
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T func1( T x, S y);
S func2(T x, S y);
private:
T a;

S b;}

При изграждане на специализацията се указват желаните типове от шаблона. 
Примерът по-долу:

template <class T, class S= int >
class EXAMPLE
{public:
T func1( T x, S y);
S func2(T x, S y);
private:
T a;

S b;}

int main()
{ typedef EXAMPLE <int,double> EX1;
EX1 e1;
int n =  e1.func(5,3.14);
return 0;
}

показва конкретна специализация на шаблона и деклариране на:
• Клас EX1 върху шаблона
• Обект e1, представител на класа EX1
• Използване на член функция на класа.

Вторият клас S при декларирането на шаблона има стойност по подразбиране int. При 
използване на стойности по подразбиране се спазва общото правило в С++ - след подразбиращ 
се параметър са допустими само подразбиращи се параметри.
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Тема  7.  Компютърна  графика  –  2D графика.  Елементарни  2D трансформации.  
Транслация. Ротация. Огледало. Мащабиране. Елементарни матрици на трансформация. 

Ще  опишем  вече  разгледаните  елементарни  2D трансформации,  с  чиято  помощ  се 
изграждат всички трансформации на изображенията в двумерната графика. Апаратът, който ще 
приложим е следният:

• Описват се преобразуванията на отделна опорна точка.
• Всяка опорна точка се представя с 3 координати – декартовите й координати X 

и  Y и една допълнителна координата, стандартно 1, която ще използуваме за 
удобство  при  описание  на  матриците  на  трансформация.  По  този  начин 
стандартното описание на опорна точка изглежда така:  

Нека  изходната  точка  е P = (X,Y),  а  точката  –  образ  P ’= (X’,Y’), и 
използуваме означенията:

(X,Y,1) - за старите координати /преди трансформацията/ и
(X’,Y’,1) - за новите координати /след трансформацията/.

• Елементарните двумерни трансформации се описват посредством квадратни 3 X 
3 матрици на трансформацията.

Общ матричен запис на елементарна двумерна трансформация тогава ще изглежда 
по следния начин:

  A  B   0  
(X’,Y’,1) = (X,Y,1)       C  D   0   .

  M  N  1   

И разписано като уравнения на трансформацията:

 X’ = A X + C Y + M
 Y’ = B X + D Y + N

Елементарни двумерни трансформации:

• Транслация в направление, определено от вектор (M,N):

 Уравненията са:

 X’ = X + M
 Y’ = Y + N
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 Матрицата на трансформацията /матрица на транслация/:

   1    0   0  
   0    1   0   
   M  N  1  

• Ротация на ъгъл α:

 Уравненията са:

 X’ = X cos α - Y sin α  
 Y’ = X sin α + Y cos α  

 Матрицата на трансформацията /матрица на ротация/:

     cos α   sin α    0  
   - sin α   cos α    0   
       0          0         1  

• Мащабиране с коефициенти Kx и Ky :

 Уравненията са:

 X’ =  Kx X 
 Y’ =  Ky  Y  

 Матрицата на трансформацията /матрица на мащаба/:
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   Kx  0    0  
   0    Ky  0   
   0     0   1  

• Централни и осеви симетрии:
Ще разгледаме  основните  използувани  симетрични  трансформации.  Всяка  друга 
симетрична трансформация може да се получи като производна трансформация на 
описаните или като тяхна комбинация с някоя от вече разгледаните трансформации 
– транслация и ротация.

 Централна симетрия спрямо началото на координатната система:

 Уравненията са:

 X’ =  - X 
 Y’ =  -  Y  

 Матрицата на трансформацията /матрица на централна симетрия/:

   -1    0    0  
   0    -1    0   
   0     0    1  

 Осева симетрия спрямо оста OX:

 Уравненията са:

 X’ =    X 
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 Y’ =  -  Y  

 Матрицата на трансформацията /матрица на осева симетрия/:

   1     0    0  
   0    -1    0   
   0     0    1  

 Осева симетрия спрямо оста OY:

 Уравненията са:

 X’ =  - X 
 Y’ =     Y  

 Матрицата на трансформацията /матрица на осева симетрия/:

   -1    0    0  
   0     1     0   
   0     0    1  

 Осева симетрия спрямо правата X = Y:

 Уравненията са:

 X’ =  Y 
 Y’ =  X  

 Матрицата на трансформацията /матрица на осева симетрия/:
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   0    1    0   
   1    0     0    
   0     0    1  

Да отбележим съществения факт,  че всички описани елементарни трансформации са 
афинни трансформации,  т.е  трансформации,  които запазват топологията на обекта,  в  това 
число:

• Успоредността на контурите.
• Общите /пресечните/ точки на контурите.

В  заключение  да  дадем  пример  за  по-сложна  трансформация,  реализирана  като 
суперпозиция от елементарни трансформации. Тъй като всички елементарни трансформации са 
афинни, суперпозицията /композицията/ им също ще бъде афинна трансформация. Съответно 
чрез умножение на елементарните матрици на трансформациите може да се формира една обща 
матрица, описваща съставната трансформация.

Пример: Ротация на ъгъл  α спрямо точка  C,  с  координати (Xc,Yc),  различна от 
началото на координатната система:

Да я разложим на елементарни трансформации:

 Транслация  (-Xc,-Yc) :
 Ротация на α :
 Транслация  (Xc,Yc) :

За съставната матрица на трансформацията получаваме:

   A   B   0            1      0    0          cos α   sin α   0          1    0   0  
   C   D   0     =      0     1    0         - sin α  cos α   0         0    1   0     
   M  N  1             -Xc  -Yc  1             0         0       1         Xc  Yc 1  

като  резултат  от  последователното  умножение  на  матриците  на  елементарните 
преобразувания – ротация, права и обратна транслации. 

35

X

X'

C



Тема  8.  Компютърна  графика  –  3D графика.  3D алгоритми  за  определяне  на  
невидими стени и ръбове. Алгоритъм за определяне дали стена на многостен е видима.  
Алгоритъм на Галимберти за определяне на взаимното положение на ръб и стена. 

Ще разгледаме няколко от най-популярните  алгоритми за определяне и последващо 
скриване на невидими линии и повърхнини. Необходимостта от разработване и прилагане 
на подобни алгоритми е свързана с получаване на реалистични изображения на тримерните 
модели върху двумерната визуализационна повърхност.

В  компютърните  графични  системи  и  специализираната  литература  се  прилагат  и 
изследват разнообразни алгоритми, решаващи с различен успех и по различни начини отделни 
аспекти на проблема. Условно можем да ги разделим на три основни типа:

• Алгоритми, работещи в моделното пространство /на сцената/.
• Алгоритми, работещи в UVN пространството на наблюдателя.
• Алгоритми от смесен тип.

Преди  да  преминем  към  излагане  на  отделните  алгоритми,  да  опишем  каква  е 
постановката на задачата за скриване на невидими стени и ръбове:

• Разполагаме  със  съвкупност  от  обекти  /данни/  в  моделното  пространство 
/сцената/,  т.е.  подлежащата  на  изобразяване  конфигурация  от  модели  е 
тримерна.

• Изобразяваме многостени, т.е. стените на моделите са части от равнина.
• Дясно ориентирана координатна система на сцената .
• Проекционна равнина Z  =  0.
• Ляво ориентирана координатна система на наблюдателя UVN с:

o Гледната точка PoV е в P=(0,0,∞).
o Посоката на наблюдение N  =  -   Z.

• Паралелна  проекция,  като  сцената  е  разположена  в  положителното   Z 
полупростаранство. 

Алгоритъм за скриване на задни стени чрез уравнение на равнина:
Алгоритъмът се използува за определяне и скриване на невидими ръбове и стени на  

тела с плоски стени, представляващи изпъкнали многоъгълници, т.е. изпъкнали многостени.

Всяка стена се “носи” от равнина с уравнение:

A X  +  B Y  +  C Z  +  D  =  0

което е еднозначно определено от координатите на 3 точки /например върхове на 
многоъгълника/. 

Примерно тройката точки с координати :

(X1,Y1,Z1)
(X2,Y2,Z2)
(X3,Y3,Z3)

определят уравнението на носещата ги равнина посредством детерминантата:

   X     Y    Z   1 
   X1   Y1   Z1  1 
   X2   Y2   Z2  1       =       A X  +  B Y  +  C Z  +  D  =  0   
   X3   Y3   Z3  1 
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Да опишем последователно  стъпките на алгоритъма за  определяне дали конкретна 
стена е  “видима” от позицията на наблюдателя или не, съответно да дадем критерий дали да 
бъде изчертавана стената при визуализацията на многостена или не:

• Посредством координатите на три от върховете на стената получаваме уравнението на 
носещата равнина 

A X  +  B Y  +  C Z  +  D  =  0   

• От  общото  уравнение  на  равнината  определяме  направлението  на  вектора  на 
нормалата   към  равнината  на  стената.   От  геометрията  е  известно,  че  това  е 
направлението

(A, B, C)

• Определяме посоката “отвътре навън”, т.е  кой от двойката вектори 

(A, B, C)  и    ( - A,  - B,  - C)

е външна нормала. За определяне коя е външната и коя е вътрешната страна на стената  
се  пресмятат  взаимното  разположение  на  точка  от  вътрешността   на  многостена 
/например с координати средноаритметичното на върховете на многостена/, началото на 
координатната система (0,0,0) и местоположението на наблюдателя P=(0,0,∞). 

От геометрията се използува, че две точки са от едно и също полупространство 
спрямо дадена равнина, ако координатите им, заместени в уравнението на равнината,  
имат един и същи знак на израза. 

За PoV винаги е в сила:

А 0  + B 0  +  C ∞  + D  >  0

а за началото:

А 0  + B 0  +  C 0  + D  =  D

т.е. в зависимост от знака на  D и знака, който дава вътрешната точка се определя дали 
началото, вътрешната точка и наблюдателят са от една и съща страна на стената или 
кои две от тях са от една и съща страна. 
Оттук  определяме направлението на външната нормала,  т.е.  кой от двата вектора да 
изберем. 

Друг  по-често  изполуван  и  по-прецизно  работещ  метод  е  да  определим  посоката 
“Отвътре-навън” с помощта на координатите на

• Вътрешна точка за целия многостен /координатите й са средноаритметично на 
координатите  на  върховете  на  многостена,  понеже  работим  с  изпъкнали 
многостени/

• Вътрешна  точка  за  стената  /координатите  й  са  средноаритметично  на 
координатите на върховете на стената – стената също е изпъкнал многоъгълник/

Ако съответните координати означим с (Xm,  Ym,  Zm) и  (Xs,  Ys,  Zs) , то разликата  (Xs – 
Xm, Ys  - Ym, Zs – Zm) както е известно от аналитичната геометрия задава направлението 
на  вектор,  който  ще  сочи  от  точка  във  вътрешността  на  многостена  към  точка  от 
стената. Т.е. точно нужното ни направление. От двойката вектори 
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(A, B, C)  и

( - A,  - B,  - C)

избираме този, чийто директорен косинус  /скаларното произведение с направлението 
“отвътре-навън”/ е положителен, т.е. сключва с него остър ъгъл.

• Определяме дали  стената е  видима от наблюдателя или не.  Стената  е  видима от 
наблюдателя, ако външната нормала към тази стена сключва с посоката на наблюдение 
тъп ъгъл. 

Тъй като посоката на наблюдение е обратна на оста Z,  стената е видима, ако векторът 
на външната нормала сключва остър ъгъл с координатния вектор на оста Z  -  (0, 0, 1). 

За определяне на ъгъла използуваме директорни косинуси, т.е. скаларното произведение на 
външната нормала и вектора (0, 0, 1) трябва да бъде положително. 

На практика тъй като това скаларно произведение е

А 0  + B 0  +  C 1  =  C

то стената е видима, ако C > 0.

Алгоритъм на Галимберти – Монтанери.  ри този алгоритъм всеки ръб E се тества за 
взаимното му положение с всяка стена F на обекта на сцената. 

По  принцип  равнината,  носеща  стената  F, разделя  моделното  пространство  на  две 
полупространства, в едното от които е разположен наблюдателят със своята гледна точка PoV и 
UVN координатна система.

Възможни са 3 случая:

• Случай А:
Ръбът E е изцяло в полупространството спрямо стената F, в което е разположен 
и  наблюдателят. В  този  случай  ръбът  E не  се  закрива  /нито частично,  нито 
изцяло/ от стената F. Т.е. – изцяло видим ръб.

• Случай B:
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Ръбът E е  изцяло  в  полупространството  спрямо  стената  F,  в  което  не е 
разположен  и  наблюдателят. В  този  случай  ръбът E може  да  се  закрива 
/частично или изцяло/ от стената F. Изчисляват се проекциите E’ и F’ на ръба E 
и  стената  F в  проекционната  равнина  и   се  разглеждат  трите  възможни 
подслучая на взаимното им разположение:

o Случай B1:
E’ е изцяло в контура, ограден от  F’.  В този случай ръбът E изцяло се 
закрива от стената F. Скрит, невидим ръб.

o Случай B2:
E’ е изцяло извън контура, ограден от  F’.  В този случай ръбът E не се 
закрива от стената F. Изцяло видим ръб.

o Случай B3:
E’ е отчасти вътре, отчасти извън контура, ограден от F’. В този случай 
ръбът  E се  закрива  отчасти  от  стената  F. Прилага  се  алгоритъм  за 
двумерно изрязване, например Алгоритъмът на Коен.

• Случай C:
Ръбът E е разположен едновременно и в двете полупространства спрямо стената 
F,  т.е.  носещата права на ръба пресича равнината на стената.  В този случай 
разделяме ръба  E на два подръба –  E1 и  E2   посредством пресечната точка на 
носещата права на ръба и равнината на стената. Попадаме в обсъжданите по 
горе случаи A и B. 
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Тема  9: Алгоритми за сортиране.  Прости сортировки чрез сравняване. Сортиране чрез  
вмъкване.  Алгоритми  “Разделяй  и  владей”.  Сортиране  чрез  смесване.  Пирамидална  
сортировка. Бързо сортиране на място. 

Една от най-често решаваните задачи – като самостоятелен проблем или като част от 
по-обща задача е задачата за сортировка –подреждане на елементите на дадена съвкупност във 
възходящ  или  низходящ  ред.  Съответно  са  известни  огромно  множество  от  сортиращи 
стратегии и изборът на подходящ алгоритъм се определя от няколко фактора:

o Брой на подлежащите на сортировка елементи
o Степен на предварителна подреденост на множеството
o Достъп  до  елементите  –  разположение  /в  оперативна  памет  или  на 

периферен носител/.

Ще разгледаме някои от най-популярните алгоритми за сортировка.
Сортировки чрез сравнение  /Comparison Sorts/.   Притежават следните характерни 

особености:
o Редът на сортиране се основава само на сравнение между стойностите 

на входните елементи, без отчитане на самите тези стойности, т.е. проверяваме дали
ai < aj, ai > aj, ai ≤ aj, ai ≥ aj, ai = aj,

без да се интересуваме от стойностите на ai и aj.
o Всички алгоритми от този клас имат сложност не по-добра от O( n log n). 

Може да се  докаже,  че всеки алгоритъм от  класа  Comparison  Sorts  прави поне  Ω(  n log n) 
сравнения в своя Worst Case Scenario при сортиране на редица от n елемента.

o За  всеки  от  тези  алгоритми  може  да  се  конструира  входна  редица, 
реализираща Θ( n log n) сравнения.

Сортиране  чрез  вмъкване /Insertion Sort/. Ефикасен при сравнително къса  входна 
редица. Може да се илюстрира с подреждане на карти при игра на бридж. Сложност O( n2). 

Пример: Входна редица : 5 3 4 6 1
Стъпка 1: 5 0 сравнения
Стъпка 2: 3 5 1 сравнение
Стъпка 3: 3 4 5 2 сравнения
Стъпка 4: 3 4 5 6 3 сравнения
Стъпка 5: 1 3 4 5 6 1 сравнение
Изходна редица : 1 3 4 5 6

Алгоритми  “Разделяй  и  владей”  /”Divide  &  Conquer”/.  Рекурсивни  алгоритми, 
разделящи входната задача на две или повече непресичащи се задачи от същия тип, но от по-
нисък  ред.  Решаването  на  главната  задача  се  свежда  до  решаване  на  непресичащите  се  
подзадачи и комбиниране на решението по следната схема:

D & C схема: 
Divide: Разделяне на задачата на две или повече непресичащи се подзадачи.
Conquer: Рекурсивно решаване на подзадачите чрез собственото им подразделяне до 

задачи от най-ниско ниво, чието решаване е с допустима цена.
Combine: От  решенията  на  подзадачите  се  формира  решението  на  задачата  от 

следващото по-горно ниво.

Типичен представител на семейството е  Алгоритъмът за сортиране чрез смесване /Merge 
Sort/.

Пример: Входна редица: 3 2 4 9 1 8 7 6
Divide 1: Подредици 3 2 4 9              1 8 7 6
Divide 2: Подредици 3 2    4 9    1 8        7 6
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Divide 3: Подредици 3 2    4 9    1 8        7 6
Conquer:  Едноелементните редици от най-ниско ниво са сортирани, следователно – 

овладяни.
Combine 1: 2 3    4 9    1 8        6 7
Combine 2: 2 3 4 9    1 6 7 8
Combine 3: 1 2 3 4 6 7 8 9

Сложност на алгоритъма O( n log n).

Пирамидална  сортировка  /Heap Sort/  на  Уилямс.  Изгражда  от  входния  линеен 
масив  двоична  пирамида  /двоично  дърво/  посредством  връзки  баща  –  син,  пресмятани  по 
схемата:

o Parent(i) = [ i /2 ], цялата част на  i /2. Реализира се с десен  Shift  на 
двоичното представяне на i. Бърза операция.

o Left(i) = 2i. Реализира се с ляв Shift на двоичното представяне на i и и 
запис на 0 в младшия бит на резултата . Бърза операция.

o Right(i) = 2i + 1. Реализира се с ляв Shift на двоичното представяне на i 
и и запис на 1 в младшия бит на резултата . Бърза операция.
Смяната на местата на два елемента от входния масив А се предприема ако A[Parent(i)] ≥ A[i]. 
Двоичното  дърво,  изградено  върху  масива  е  с  логаритмична  дълбочина  и  всеки  цикъл  на  
сортировката използва O(log n) сравнения. В края на всеки цикъл на Heap Sort “най-тежкият” 
елемент застава на върха на пирамидата.
Пирамидалната сортировка:

o Има сложност O( n log n) като Merge Sort.
o Сортира “на място” /без допълнителен масив/ като Insertion Sort.

Бързо сортиране на място /Quick Sort/ на Хор. Бързата сортировка на място е D & C 
метод, който не използва допълнителен работен масив и следователно няма нужда от фазата 
Combine. 

Divide: Разделяме входната редица на две подредици – съответно “по-малките” и “по-
големите” от работния елемент.

Conquer: Рекурсивно подразделяне на подредиците от предната стъпка.

Пример: Входна редица: 3 2 4 9 1 8 7 6
Divide спрямо 3: Подредици     2 1    3   4 9 8 7 6   
Conquer /Divide спрямо 2 и 4/ : Подредици     1   2     3   4     9 8 7 6   
Conquer /Divide спрямо 9/: Подредици     1  2   3   4  8 7 6   9
Conquer /Divide спрямо 8/: Подредици     1  2   3   4   7 6  8  9
Conquer /Divide спрямо 7/: Подредици     1  2   3   4   6  7 8  9
Изходна редица: 1 2 3 4 6 7 8 9

Сложност на алгоритъма O( n log n).
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Тема 10. Обхождане на графи. Графи и дървета. Теорема за свободното дърво. Коренови и  
двоични дървета. Обхождане на дървета. Потоци в графи. Greedy алгоритми. Минимални 
пътища в графи. Минимални покриващи дървета. Алгоритми на Крускал и Прим. 

По  дефиниция  дърво  /свободно  дърво/ се  нарича  всеки  свързан  ацикличен 
неориентиран граф. Множество от свободни дървета се нарича гора /от свободни дървета/. В 
сила е следната теорема:

Теорема за свободното дърво: Нека G = {V, E} e неориентиран граф с множество на 
върховете V и множество на ребрата E. Следните твърдения са еквивалентни:

o G е свободно дърво.
o Всеки два върха на G /всеки два елемента на V/ са свързани с единствен прост 

път.
o G  е  свързан  граф и  отстраняването  на  кое  да  е  ребро  от  E  нарушава 

свързаността на G /свойство за минимална свързаност/.
o G е свързан граф и μ ( E ) = μ ( V ) – 1, където с μ ( А ) означаваме мощността 

на множеството А, т.е. броят на елементите му /в крайномерния случай/.
o G е ацикличен граф и μ ( E ) = μ ( V ) – 1.
o G е ацикличен граф и добавянето на ребро към E превръща G в цикличен граф 

/свойство за максималната свързаност/.

В свободното дърво G върховете /елементите на V/ са равноправни. Ако изберем един 
от тях и го маркираме по някакъв начин, например обявявайки го за корен /root/, свободното 
дърво се превръща в дърво с корен или кореново дърво. 

В кореновото дърво:
Върховете  на  дървото,  които  са  непосредствено свързани  с  корена  /свързани  са  с 

корена с път с дължина 1/ се наричат наследници от първо ниво или върхове от първо ниво. 
Върховете на дървото, които са непосредствено свързани с върхове от ниво n и не са 

от ниво (n – 1) се наричат наследници от ниво (n + 1) или върхове от ниво (n + 1). 
Върховете на дървото от ниво n, които имат съседи /непосредствено свързани с тях 

върхове; върхове свързани с тях с път с дължина 1/ и от ниво  (n - 1), и от ниво  (n + 1),  се 
наричат  вътрешни върхове. Съседът от ниво (n - 1)  се нарича  баща на върха, а съседите от 
ниво (n - 1) – синове на върха. Коренът няма баща. Връх без синове се нарича листо. 

Дължината на пътя /броя на ребрата в единствения прост път/ от връх Х до корена на 
дървото се нарича  дълбочина на върха Х в дървото.  Максималната дълбочина на връх в 
кореново дърво се нарича дълбочина на дървото.

Ще предложим една рекурсивна дефиниция на понятието двоично дърво:
Дефиниция: Двоично дърво наричаме дърво, за което е изпълнено:

o Празното  дърво  /дърво,  за  което  множеството  от  върхове  V  е  празно 
множество/ е двоично дърво

o Всяко двоично дърво има 3 компонента:
o Корен
o Ляво двоично поддърво /ляво дете/
o Дясно двоично поддърво /дясно дете/.

Броят на непразните поддървета на връх в двоично дърво се нарича степен на върха. 
Ако всички върхове на двоичното дърво са от степен или 0 /листа/ или 2, двоичното дърво се 
нарича пълно двоично дърво.

Два от най-популярните алгоритми за обхождане на дървета са:
o Алгоритъм  за  обхождане  на  дърво  в  широчина.   При  тази  схема 

последователността на обхождане на дървото е по нива – първо коренът /ниво 
0/, после всички върхове от ниво 1, след тях върховете от ниво 2 и т.н.

o Алгоритъм  за  обхождане  на  дърво  в  дълбочина.   При  тази  схема 
последователността  на  обхождане  на  дървото  е  на  принципа  “корен  –  ляв 
наследник – ляв наследник-...”. При липса на ляв наследник от следващо ниво 
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се прави еднократно включване на десен наследник и се връщаме към схемата 
“вляво в дълбочина”.

Greedy алгоритми. Понякога при решаване на конкретни задачи се оказва удобно да 
се  използват  алгоритми,  които  може  не  винаги  да  работят  коректно  и  да  дават  желания 
резултат,  но  за  сметка  на  това  винаги  работят  много  бързо  и  в  огромното  мнозинство  от 
случаите  бързо  водят  до  решаване  на  задачата.  Пренебрегването  на  някои  теоретически  
възможни,  но  малко  вероятни  случаи  за  сметка  на  бързодействието  се  нарича  евристичен 
подход и нерядко се счита за разграничителна линия между математическия и информатичния 
подход при решаване на проблемите. Основната идея на евристичните алгоритми е да не се 
обследват всички възможности за избор, а да се избере един и да се разгледа той с надеждата  
именно това да е правилният избор. 

Типичен представител на евристичните алгоритми са алгоритмите, наричани Greedy, 
алчни алгоритми. Greedy алгоритъмът винаги прави най-добрия локален избор с надеждата, 
че той ще се окаже най-добър избор и глобално. Това разбира се не винаги е така, в резултат  
алчните алгоритми не винаги намират оптималното решение. Но в огромното мнозинство от 
случаите го правят и го правят бързо. Ще разгледаме няколко типични алчни алгоритъма.

Алгоритми за намиране на минимално покриващо дърво. 
Задачата  за  намиране  на  минимално  покриващо дърво  се  дефинира  за  претеглен 

граф, т.е граф  G = {V,E},  в който е дефинирана теглова функция  W : E → R,  присвояваща 
определени числа, наречени тегла, на всяко от ребрата на графа. Ако означим с w(u,v) теглото 
на реброто между върховете u и v,  задачата за намиране на минимално покриващо дърво 
може да се формулира по следния начин:

Да се намери подмножество T на множеството от ребрата E със свойствата:
o T е ацикличен свързан неориентиран претеглен граф, т.е. Т е дърво.
o Всички върхове на графа са свързани с ребра от  T  /покриващо дърво/.  За 

целта следва да се очаква, че изходният граф G е свързан.
o Теглото на Т /сумата от теглата на ребрата в Т/ е минимално измежду всички 

покриващи дървета за G.

При горните условия Т се нарича минимално покриващо дърво на G.
Ще предложим два алчни подхода за построяване на минимално покриващо дърво.

Алгоритъм на Крускал: 
o Създаваме начално покриващо дърво Т, което е празно множество от ребра.
o Създаваме начална гора от свободни дървета, всяко от които се състои само от 

един връх на графа G /елемент на V/.
o Сортираме ребрата от Е в ненамаляващ ред и ги обхождаме, започвайки от 

най-лекото.
o За всяко от ребрата на списъка /текущото най-леко/ определяме дали двата му 

върха принадлежат на едно и също дърво от текущата гора.
o Ако “да” – преминаваме към следващото ребро
o Ако “не” – добавяме реброто към покриващото дърво Т, сливаме двете 

дървета от гората, които то свързва и минаваме към следващо ребро от 
списъка.

Алгоритъм на Прим: Докато схемата на Крускал изгражда покриващото дърво като 
слива  начална  гора  от  дървета,  схемата  на  Прим  изгражда  едно  постепенно 
нарастващо покриващо дърво. В този смисъл схемата на Прим е близка до алгоритъма 
на Дийкстра, който ще разгледаме след малко.

o Създаваме начално покриващо дърво Т, което е празно множество от върхове.
o Сортираме ребрата от Е в ненамаляващ ред и ги обхождаме, започвайки от 

най-лекото.
o За всяко от ребрата на списъка /текущото най-леко/ определяме дали единият 

му връх принадлежи на Т, а другият – на V\T.
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o Ако “да” – добавяме реброто към Т, т.е.  добавяме непринадлежалия 
досега връх.

o Ако “не” – минаваме към следващо ребро от списъка.

Алгоритми за намиране на минимални пътища в графи. 
Задачата  за  намиране  на  минималните  пътища  в  графи  се  дефинира  също  като 

задачата за покриващо дърво за  претеглен граф G = {V,E}. Ако означим с  w(u,v)  теглото на 
реброто между върховете u и v, и ако P ={ u → w1 → w2 → w3 → ….. wn → v } е някакъв път 
между върховете u и v, то сумата от теглата на съставляващите пътя ребра се нарича тегло на 
пътя. 

Тегло на най-къс път между върховете u и v ще наречем минималното тегло на път 
между двата върха.

Всеки път между върховете u и v,  чието тегло е равно на теглото на най-късия път ще 
наречем най-къс път между върховете u и v.

Задачите за намиране на минимални пътища в граф са няколко вида:
o Single Source Shortest Paths Problem /SSSPP/ - задача за намиране на всички 

най-къси пътища с начало даден връх u до всички останали върхове в графа G.
o Single Destination Shortest Paths Problem /SDSPP/ -  задача за намиране на 

всички най-къси пътища с край даден връх u, започващи от кой да е от всички 
останали върхове в графа G.

o Single Pair Shortest Paths Problem /SPSPP/ -  задача за намиране на най-къс 
път между двойка върхове u и v в графа G.

o All Pairs Shortest Paths Problem /APSPP/ - задача за намиране на всички най-
къси пътища между двойки върхове u и v в графа G.

Задачата за намиране на най-къс път се интересува не само от теглото на пътя, но и от  
самия път, т.е. да се намери за всеки връх от най-късия път неговия предшественик и неговия 
наследник по пътя. Съществено значение при изследване на проблема за намиране на най-къси 
пътища в графи играе следната лема:

Лема за най-късите пътища: Нека G = {V,E} e претеглен ориентиран граф с теглова 
функция  W : E → R. Нека  P ={ u → w1 → w2 → w3 → ….. wn → v } е най-къс път между 
двойката върхове u и v в графа G. Тогава за всяка двойка междинни върхове от този път – wi  и 
wi+к пътят P’ ={ wi → wi+1 → wi+2 → ….. wi+k-1 → wi+k } е най-къс път между двойката върхове wi и 
wi+к в графа G.

Казано по друг начин, лемата за най-късите пътища гласи че “подпът на най-къс път 
е най-къс път”. С помощта на тази лема се формулират цял клас от алгоритми, един от които 
ще изложим. 

Алгоритъм на Дийкстра. Алгоритъмът на Дийкстра решава SSSPP върху претеглен 
ориентиран граф  G = {V,E} с теглова функция  W : E → R+, т.е. предполагаме че теглата на 
ребрата в графа са неотрицателни числа. Като резултат се получава решението на задачата за 
намиране  на всички най-къси пътища с  общо начало,  както  и самите най-къси пътища.  Да 
отбележим,  че  всички  тук  разглеждани  алчни  алгоритми  при  наличие  на  повече  от  едно 
решение на задачата предлагат само едно от възможните решения.

Алгоритъмът  на  Дийкстра  използува  релаксираща  техника  за  построяване  на  две 
квадратни матрици. Едната матрица е числова и на място (i,j) съдържа теглото на най-късия път 
между върховете с номера  i  и  j. Другата матрица е матрица на предшествениците и съдържа 
предшественика на върха j по най-късия път към връх j от връх i.

 На всяка стъпка на алгоритъма се намира една горна граница на теглото на най-късия 
до момента път. Стоп критерий на алгоритъма е невъзможността да получим по-добър резултат  
от досегашния. 

Да отбележим и  алгоритъма на Белман – Форд,  решаващ същата  SSSPP  при по-
малки ограничения.  Алгоритъмът на Белман – Форд позволява теглата на ребрата да бъдат 
отрицателни  числа  и  е  ориентиран  към  решаване  на  проблема  дали  съществува  цикъл  с 
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отрицателно общо тегло по цикъла. Ако съществува такъв цикъл – задачата няма решение. Ако  
не съществува – алгоритъмът връща теглата на най-късите пътища и самите най-къси пътища 
по сходен на алгоритъма на Дийкстра начин.

Задачата за определяне на максимален поток в граф се базира на идеята, че всеки 
ориентиран граф може да се интерпретира като “мрежови поток” в следния смисъл. Нека имаме 
един или повече  източници, произвеждащи някакъв материал /вода, електроенергия и т.н./ и 
един или повече консуматори на този материал. Пренасянето на материала от източниците до 
консуматорите  може  да  се  разглежда  като  ориентиран  граф,  с  чиито  ребра  /транспортни 
пътища/ са асоциирани две числа /тегла/ - потенциал и използван потенциал. Транспортираният 
материал не се задържа и не се съхранява в междинни “складове” /върховете на графа/, т.е.  
количеството навлязло в преносната мрежа е равно на количеството, консумирано на изходите.

Целта  е  да  се  определи  максималното  количество  материал,  което  може  да  се 
транспортира  от  източника  до  консуматора  без  да  се  превишава  капацитета  на  преносната  
мрежа. Да въведем основните понятия. 

Поток  /мрежови  поток,  flow  network/ ще  наречем  ориентиран  граф  G={V,E},  в 
който всяко ребро (u,v) има неотрицателен капацитет c(u,v) ≥ 0.  Ако няма ребро между два 
върха, приемаме че съответният капацитет е нулев.

Ще отделим два върха на графа:
o Един източник S
o Един консуматор T

Предполагаме, че всеки връх от графа G лежи поне на един път от S към T.

Поток  в  мрежата  G ще  наречем  реалнозначната  функция  f  :  V  x  V  →  R, 
удовлетворяваща следните 3 изисквания:

o Спазване на капацитета, т.е. f(u,v) ≤  c(u,v) по всички ребра (u,v)
o Реципрочност, т.е. f(u,v) = f(v,u)
o Запазване на потока, т.е. за всеки междинен връх u e в сила ∑ f(u,v) = 0.

Стойност  /големина  на  потока  ще  наречем  ∑  f(S,v),  т.е. сумата  на  потока  от 
източника.

Задачата за максимален поток в мрежата се формулира така. За дадена мрежа с 
определен източник, консуматор и капацитет на транспортните коридори да се определи потока 
с максимална стойност.

Алгоритъмът на Форд – Фулкерсон решава тази задача итеративно. 
o В началото приемаме нулев поток в цялата мрежа, т.е.  f(u,v) = 0 за всички 

ребра (u,v).
o На всяка стъпка търсим път на нарастване на потока /augmenting path/  от 

източника  S  до  консуматора  T.  За  намиране  на  този  път  изграждаме 
резидуална мрежа от остатъчния капацитет на транспортните коридори – 
разликата между капацитета на реброто и текущия поток, т.е. 

Cf(u,v) = c(u,v) - f(u,v)

Резидуалната мрежа се състои от ребрата, за които Cf(u,v) ≥ 0 с тегла, равни 
на Cf(u,v).

o При наличие на път на нарастване на потока, т.е. път в резидуалната мрежа от 
S  до  Т,  увеличаваме  текущия  поток,  пресмятаме  новата  резидуална  мрежа 
иитерираме стъпката на алгоритъма.
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Тема  19.  Подход “бази от данни”.  Моделиране на данните.  Архитектура на система за 
управление на бази от данни (СУБД)
Независимост на данните. Видове модели.  Релационен модел на данните – основни понятия. 
Релационна схема. Главни, вторични и външни ключове. Представяне на връзки от вида 1:1, 
1:М и  M:N и мрежови структури. Средства за дефиниране и обработка на данните. Основни 
компоненти на СУБД.

І. Основни характеристики наа БД
БД представлява информационен модел на предметната област. Съвременният подход в 

организацията на системите от БД се състои в разграничаване на три нива в модела на данните  
показани на фиг. 1 от [20]:

Фиг. 1. Три нива в модела на данните

От  една  страна  можем  да  разглеждаме  данните  като  обекти,  с  които  се  извършват 
определени  операции,  без  да  се  интересуваме  от  тяхната  природа  и  от  начина  им  на 
организиране и съхранение на външна памет. Така се изтъкват логическите им характеристики 
и се отразява представата и виждането на отделните потребители за данните от БД. В този 
случай се говори за логическо описание на данните, наричано  външна схема.  Физическото 
описание  на  данните,  наричано  вътрешната  схема е  пряко  свързано  с  организацията  на 
съхранение на данните на външна памет. Двете нива на представяне на данните могат силно да 
се  различават  [19].  За  да  е  възможна  тази  независимост  се  въвежда  междинно  ниво  на 
представяне на данните, наречено  концептуална схема, която представлява общо логическо 
описание на БД. Тази схема представя в обобщен вид данните, обработвани от потребителите,  
като  съдържа  имена  на  обекти,  основните  им  характеристики  и  съществуващи  отношения  
между тях. 

От фиг. 1 се вижда, че е възможно съществуването на много външни схеми всяка, от  
които съответства на определена част от БД и единствена концептуална схема, представяща 
структурата  на  БД  като  цяло.  Това  именно  е  логическият  модел  на  БД.  Така  промени, 
извършвани на логическото ниво дават отражение в концептуалната схема, но не се отразяват 
върху начина на съхранение на данните, нито на другите приложни програми. Също изменения 
в начина  на съхранение или в  методите  на  достъп до данните на физическо ниво няма да  
предизвикат изменения в приложните програми.

Имайки предвид тези изисквания към БД можем да дадем следното определение: БД е 
интегрирана  съвкупност  от  взаимосвързани  данни  съдържаща  минимално  излишество  от 
повтарящи се данни. Организацията на БД е такава, че тя допуска по оптимален начин да се  
създават разнообразни приложения и предоставя възможност за независимост на данните от  
програмите,  които  ги  използват.  Като  при  добавяне  на  нови  данни,  изменение  на 
съществуващите, при търсене и извличане на данни от БД се използва унифициран (уеднаквен) 
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метод на достъп. (Операцията извличане на данни е свързана първо с преместване на данните в  
буфер, а от там - търсене на данни.)

Независимо от своя обем, данните трябва да се управляват така,  че потребителят да 
може да извършва различни операции над тях и да извлича  необходимата му информация.  
Съществуват  два  основни  подхода  за  управление  на  данни:  традиционен  и  подход  (като 
файлово-базирана система) и подхода "бази от данни".

II. Моделиране на данните. 
За да се опише една концептуална схема се използват специални езици за описание на 

данните.  Това  са  езици  от  високо  ниво  и  позволяват  описанието  на  реални  данни  чрез  
термините на логическия  модел на  данните.  Понятието модел на данните е  в  основата на 
теорията  на  БД.  То  изразява  съвкупността  от  правила  за  структуриране  и  налагане  на 
ограничения  на  данните  и  съвкупността  от  допустимите  операции  с  тях.  В  теорията  и 
практиката  на  системите  от  БД са  се  утвърдили  като  основни  графовите и  релационните 
модели на данните. При графовите модели връзките между класовете от обекти се представят  
чрез  графи.  Типични  представители  на  графовите  модели  са  мрежовите и  йерархичните 
модели на данните. Следва кратко разглеждане на мрежовите, йерархичните и релационните 
модели на данните:

1) Мрежов модел –  осигурява възможност за  представяне на данните и на връзките 
между тях чрез ориентирани графи, чиито върхове представляват множество еднотипни обекти,  
наричани  типове  записи,  а  дъгите  им  връзките  между  обектите.  Например:  върховете 
представят всички пътници, а дъгите - кой пътник по кой път се движи. Ако между два типа  
записи съществува връзка от вида M : N, то тази връзка се свежда до две връзки от вида 1 : M 
чрез добавяне на нов тип запис. Така в мрежовия модел на данните представянето на типовете 
записи и връзките между тях може да се осъществи чрез  мрежа, като върховете са типовете 
записи, а дъгите са връзките между тях.  Върховете и дъгите имат имена,  съответстващи на 
имената  на  типовете  записи  и  връзките.  Съвкупността  от  всички  записи  в  една  мрежова 
структура се нарича мрежова база от данни. 

За представяне на данните в мрежовия модел са приети понятията  логически запис  и 
формат на логическия запис. Имената на елементите на логическия запис се наричат полета. 
Логическите записи в мрежовата база от данни могат да се представят чрез файлове, като във  
всеки запис се предвиди едно поле за формата на логическия запис. Така в мрежова база от  
данни схемата обекти-връзки се представя чрез ориентиран граф, където класовете от обекти са  
във върховете, представени чрез типове логически записи, а полетата в тях са свойствата на  
обектите.

2)  Йерархичен  модел е  частен  случай  на  мрежовия.  Цялата  структура  от  данни  е 
разделена  на  сегменти (части),  свързани йерархично на  равнища във  вид на  дърво.  Това  е  
графов модел, но се налагат по-силни ограничения върху връзките между класовете от обекти. 
Представянето  е  чрез  подредено  дърво,  чиито  върхове  представляват  класове  от  обекти,  а  
производните върхове се асоциират с техния корен в някаква конкретна връзка. Връзките в тази  
структура са насочени отгоре надолу, т.е. зависимостите са предимно от типа “много към един” 
(N:1).  Отделните  обекти  се  описват  чрез  логически  запис,  който  е  възприет  като  основен 
термин. Съвкупността от всички записи в една йерархична структура, поставена в основата на  
йерархичния модел на данни, се нарича йерархична база от данни. 

Основен  начин  за  реализация  на  йерархичната  база  от  данни  е  чрез  използване  на 
файлове  със  записи  с  променлива  дължина.  След  като  е  изградено  дървото,  отразяващо 
йерархичната конструкция, се изгражда съответстващият формат записи. Друг възможен начин 
за реализация на йерархична база от данни се състои в изброяването на записите на всяко дърво 
подред отгоре надолу. Обхождането на дървото отгоре надолу се определя рекурсивно. 
3) Релационен модел. В основата на релационния модел стои математическото понятие  n-
членна релация.  Всяка релация е множество от елементи, които се състоят от n-компонента и 
се наричат n-токи. Релацията може да се разглежда като таблица. Таблицата е структура за 
съхраняване на данни, изградена от редове, които тук наричаме записи и стълбовете - 
атрибути. На всяко име на атрибут Aij отговаря множество D(Aij), наречено домен (област от 
допустими стойности) на атрибута Aij. 
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Релационният  модел  представя  данните  в  базата  като  множество от  релации  или 
отношения. Неформално всяко отношение прилича на таблица, съдържаща някакви стойности. 
Всяка  редица  в  таблицата представлява  съвкупност  от  свързани  помежду  си  данни,  които 
описват свойствата  на  някакъв  обект  или  връзка.  За  да  могат  отделните стойности  да  се 
различават по-лесно, колоните както и самата таблица са именовани.

Структурата на всяка релация, се определя с нейната релационна схема. Релационната 
схема се задава чрез името на релацията и крайно, наредено множество от имена на атрибути:  
Ri(Ai1,Ai2,...,Ain). Базата от данни е крайно множество от релации. 

Дефиниция: Нека  R1  ,  R2  ,...,  Rn   са  релационни  схеми,  а  IC  е  множество  от 
ограничения за цялостност на данните. Тогава множеството { R1 , R2 ,..., Rn} от релационни 
схеми и множеството от ограничения за цялостност IC се наричат схема на релационната база 
от данни. 
Нека r i за i , =1, 2,..., е отношение дефинирано от релационната схема, което удовлетворява 
ограниченията за цялостност зададени в IC. Тогава множеството S = { r1 , r2 ,...rn } от 
отношения се нарича състояние на релационната база от данни със схема S.

Връзките се реализират в БД чрез ключове. Ключовете са логическа конструкция, те  
не са физическа част от БД.
• Първичният ключ  е  специален  вид  ключ,  който  се  състои  от  един  или  повече  

атрибути, които еднозначно идентифицират записите.
• Първичният ключ трябва да бъде уникален и не може да съдържа null стойности.
• Една таблица има само един първичен ключ.
• Външният ключ за  дадена  таблица  представлява  един или  повече  атрибути,  които  се 

обръщат към първичния ключ на друга таблица. Първичният и външният ключ могат да 
се състоят от повече от един атрибути. Такъв ключ се нарича съставен ключ.

Налагане на ограничения за цялостност на данните. Ограниченията за цялост са логически 
условия, отнасящи се до стойностите на различните атрибути, дефинирани в схемата на БД. Те 
представляват система от правила, която осигурява връзките между записите в свързаните 
таблици да са винаги валидни и да не се позволява случайно изтриване или промяна на 
свързани данни. Разделяме ги на структурни и поведенчески логически ограничения. 

Представяне на връзките. Съществуват три вида връзки:
Нека А и В са две множества, а R е двучленна релация между А и В, т.е.  R ⊆  А х В. 

Ако < a, b > ∈ R, то се казва, че а е в релация с в.
По дадена релация R, R ⊆  А х В, разглеждаме релацията R-1, дефинирана: 
< b, a > ∈  R-1 < a, b > ∈ R; R-1 ⊆  B x A.
Релацията R-1 се нарича обратна на релацията R. 
Една двучленна релация R, R ⊆  А х В е функционална (функция), ако 
< a, b > ∈ R  и  < a, c > ∈ R        b = c
Това свойство изразява факта, че всеки елемент от А се намира в релация  R точно с 

един елемент от В.
Между два класа от обекти можем да имаме следните видове връзки:
а) връзки от вида 1:1 – на всеки елемент от едното множество съответства точно един 

елемент от друго множество. Релацията  R, установяващ връзката, както и обратната й  R-1 са 
функционални.

Пример: всеки клубен футболен отбор има единствен старши треньор 
ст.треньор     1:1    клубен отбор.
б) връзки от вида 1:N – на един елемент от едното множество съответстват повече от 

един елемент от другото множество. Релацията установяваща връзката 1:N не е функционална, 
но обратната й R-1 e функционална. Например:  

научен ръководител     1:N     дипломанти 
клубен отбор    1:N      футболист.

в) връзки от вида  M:N – на елементите и от двете множества съответстват различни 
елементи. Ако R и R-1 функционални релации, връзката е от вида M:N.
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Например:  В  една  група  членуват  множество  студенти  и  на  една  група  преподават 
множество преподаватели: 

група студенти    M:N      преподаватели 
футболист      M:N  футболен отбор. 

Представянето  на  връзките  между класовете  в  БД е  специфично  за  всеки  модел на 
данните.  Най-популярни са подходите,  при които връзките между класовете от обектите се 
представят  с  релации  или  чрез  графи  –  мрежи,  дървета.  Те  са  в  основата  на  най-
разпространените  модели  –  релационните  и  графовите  (мрежови  и  йерархични)  модели  на 
данни.

Наличието на връзка (релация) много към много в една БД говори за лошо проектирана 
база от данни. Този тип връзка може да причини  много проблеми в процеса на работа. За да 
съхраним такива връзки между таблици, обикновено ги разбиваме на множество връзки от типа 
едно към много,  като  включваме нови таблици,  наричани свързващи таблици.  Свързващата 
таблица е изкуствено конструирана таблица, която съдържа първичните ключове на таблиците,  
които свързва. 
Релационният модел на данните предполага работа с нормализирани релации. “Нормализацията 
е процес, при който от дадена релационна схема се поражда декомпозиция на тази схема, като 
върху новополучените релационни схеми се налагат известни ограничения, елиминиращи 
нежелани свойства”.  Нормализирани релации в първа нормална форма са такива релации, 
чиито релационни схеми включват само атомарни (прости, неделими) атрибути. По-строги 
ограничения върху атрибутите се налагат във втора и трета нормални форми на релациите. 
Използват се и други нормални форми: четвърта нормална форма, Boyce-Codd нормална форма 
и др. Те служат за елиминирането на все още съществуващи аномалии или за оптимизиране на 
структурите от данни. 

Принципното значение на нормализацията е разпознаване и отстраняване на излишество от 
данни, чрез декомпозиране на релация на множество от релации; минимизиране на аномалиите 
при съхраняване, изтриване и промяна на данните; повишаване на прегледността на модела 
данни, отразявайки реални ситуации. Нормализацията на релационни схеми има пряко 
отношение към проблемите на проектирането на релационните БД.

Създаването  на  БД  в  съответствие  с  основните  модели  за  описание  на  данните  – 
йерархичен, мрежов и релационен, представлява важен момент при практическата реализация 
на информационните системи. 

IІІ. Компоненти на СУБД       
Дефиниция.  Всяка  СУБД  е  програмна  система,  чието  предназначени  е  да  създава  и 

управлява данните, организирани в БД.
СУБД  представлява  съвкупност  от  програми,  които  позволяват  на  потребителя  да 

създава и обработва бази от данни, свързани с различни приложения. 
• Създаването  включва  определяне  на  типовете  обекти  и  връзки,  които  ще  се 

съхраняват в базата, както и различни ограничения наложени върху данните. 
• Обработването  обхваща  потребителските  заявки,  които  изпълняват  различни 

функции:  извличане  на  определена  информация,  обновяване  на  базата  за  да  се  отразят  
настъпилите  промени,  генериране  на  отчети  от  данните.  Базите  от  данни  и  СУБД  заедно  
образуват система бази от данни

Управление на данни – възможност да се извършват следните операции: съхраняване,  
търсене, обработка, актуализация, което включва – добавяне, изтриване, изменение на данни. 

Основни  компоненти  на  всяка  СУБД  са:  няколко  езикови  процесора  и  средства  за 
управление на данните върху външна памет. Езиковите процесори са: транслатор на оператори 
от езика за описание на данни (подсхеми, схеми, вътрешни схеми) и транслатор на оператори 
от езика за обработка на данни (заявки). 
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Тема 20. Класификация на релационните езици. SQL – релационен език за заявки 
Процедурни и предикатни езици за заявки. SQL – език за описание и обработка на релационни 
бази от данни. Обща структура на заявка за  търсене на данни. Средства групиране на данните и 
работа с под-заявки. Релационна пълнота на езика SQL.

1. Процедурни и предикатни езици за заявки
Релационните езици са езици за описание и обработка на данни в релационните СУБД. Те 

се разделят на две категории: езици на релационната алгебра и езици на релационното смятане.
• Езиците на релационната алгебра са процедурни езици. При тях с помощта на 

операциите на релационната алгебра, с аргументи цели релации, стъпка по стъпка се описва  
изчислителния  процес,  водещ  до  релацията  отговор.  Използват  се  цикли  за  обхождане  на 
записите в релациите. 

• Езиците на релационното смятане са предикатни езици (непроцедурни езици). Те 
позволяват  да  се  запише  общия  вид  на  релацията-отговор,  без  да  се  определят  отделните 
операции и тяхната последователност. Тези езици предоставят множество от форми и правила,  
чрез които се описва търсения резултат, т.е. данните, които трябва да се получат. Езиците на  
релационното  смятане  се  разделят  на  два  вида  в  зависимост  от  вида  на  променливите, 
допустими в езиковите им конструкции:

-  езици,  които  използват  променливи,  чиито  допустими  стойности  са  елементи  на  
релации, т.е. n-торки (записи). Характерен представител е езикът Alpha. 

-  езици,  които  използват  променливи,  чиито  допустими  стойности  са  елементи  на 
отделни области (домени), т.е. прости променливи. Характерен представител е езикът QBE. 

Освен двете  категории  съществуват  междинни релационни езици,  които  притежават 
възможности, присъщи на езиците на релационното смятане и на релационната алгебра. Такъв 
език, получил широко разпространение е езикът SQL. 

2. Характеристики на SQL – език за описание и обработка на релационни бази от 
данни

  SQL (Structured Query Language) е стандартен подход за дефиниране и обработка на  
данни, организирани в релационни БД.  Основни характеристики на езика са:

•  SQL е ориентиран за работа с множества (релации).  Той е преходен език от  
езиците на релационната алгебра (РА), където типичен представител е езика ISBL към 
езиците на релационното смятане (РС). При езиците на РС има два основни клона: езици,  
работещи  с  променливи  n-торки  –  типичен  представител  е  езика  ALPHA и  езици,  
работещи с прости променливи като езика QBE.

•  SQL е непроцедурен език - потребителя определя каква информация да се получи,  
а не как да се достигне до нея.

•   SQL е език от високо ниво, операторите използват форми от английския език.
•  SQL е използван в различни релационни СУБД като: SystemR, DB2, SQL/DS, OR-

ACLE, MySQL и др.
•  SQL е едновременно и език за описание на данните -  DDL (Data Definition Lan-

guage)  и  език  за  обработка  на  данните  –  DML (Data Manipulation Language).  Със 
средствата на езика за описание на данните се дефинират използваните структури от  
данни  във  всяка  БД  като:  логическите  записи,  логическите  файлове,  атрибутите  и  
областите, в които те са дефинирани, както и връзките между останалите атрибути и  
начини за установяване на връзки между отделните файлове. Чрез езика за обработка на  
данните се предоставя възможност за достъп до данните от БД, чиято структура е  
определена от езика за описание на данните. Такъв език може да бъде разширение на език  
за програмиране и в този случай се нарича подезик на данните. Но този език може да бъде  
напълно самостоятелен и независим от другите езици, наричан език за заявки.  

 SQL - като език за  описание на данните, организирани в релационни БД 
притежава възможности:

• дефинира таблици;
• определя имена на атрибути и допустими типове данни;
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• дава привилегии на потребителите;
• установява ограничения върху данните.
 SQL - като език за обработка на данните, поддържа възможности:
• изпълнение на заявки към данните в БД;
• добавяне на нови данни; 
• обновяване/промяна на данните; 
• изтриване на данни от БД.

SQL ключови думи като: select, from, where, group by, order by, use и така нататък са  
нечувствителни към регистъра на буквите: 

Select е еднакво със SELECT, както и еднакво със  SeLeCt и т.н.  
В зависимост от конкретната СУБД, записването на имената на атрибутите може  

да бъде чувствително към регистъра на символите. Така:

select au_id from authors  

не винаги е еквивалентно на: 

    SELECT AU_ID FROM AUTHORS
Интервалите (шпациите) нямат значение при въвеждане на заявката. Например: 

select au_id…
е еквивалентно на:

select          au_id…
Но,  трябва  да  има  поне  един  разделител  между  думите.  Не  можете  да  използвате:  
selecttitle_id…  

Такъв израз ще доведе до синтактична грешка, защото  SQL Server трябва да може да 
открие SQL ключовите думи. Символите за нов ред се игнорират. Например:

select au_id from authors   

е еквивалентно на:

select au_id

from authors
Интервалите и новите редове правят четенето на заявките много прегледно и по-лесно.  
Общоприета форма за запис на заявките е да се въвеждат отделните клаузи на заявката  
на различни редове.

3. Обща форма на SELECT оператор за извличане на данни от БД
Синтаксис:
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  SELECT [ALL | DISTINCT] <списък> [ INTO [<нова_таблица>] ]

  FROM <име_таблица> [, < име_таблица 2> [..., < име_таблица 16>]

  [WHERE < клауза >]   

  [ [GROUP BY <клауза>]  [HAVING < клауза >]]

  [ORDER BY < клауза >]
където: < име_таблица > | < view _таблица > =
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[[<база от данни>.]<собственик>.]{< име_таблица >. | <view_ таблица >.}

Описание на незадължителните клаузи:

   WHERE < клауза > =  WHERE <условие_за_търсене>

   GROUP BY < клауза > = 

       GROUP BY <групов_израз>  [[, < групов_израз >]...]

   HAVING < клауза > =   HAVING < условие_за_търсене >

   ORDER BY < клауза > =

       ORDER BY {{< име_таблица >. | < view_ таблица >.}<име_колона> | 

   <номер_ в_select_списъка> | <израз>} [ASC | DESC]  

   [...{{<име_таблица 16>. | < view_ таблица 16>.}< име_колона > |

                              < номер_ в_select_списъка > | < израз >} [ASC | DESC]]

В зависимост от  целта на  заявката в  SQL оператора,  могат  да  се  използват 
различни  клаузи,  водещи до  различен  резултат. Така,  за  да  получите информация  от  
базата от данни,  Вие  трябва да  укажете точно какво търсите.  Както се  вижда от  
синтаксиса, Select-операторът може да бъде много сложен.

Основната секция във всяка SQL заявка се нарича клауза (фраза).  Основни клаузи  
са: select, from, where и др. 

Виртуалната таблица (view) е просто име за select-израз, който е съхранен в БД.  
Резултатът  от  изпълнението  на  заявка  към  виртуална  таблица  е  реална  таблица.  
Виртуалната таблица не съхранява никакви данни, а само дефиницията. Дефиницията  
на виртуална таблица може да включва повече от една таблица. 

4. Използване на виртуални таблици и индекси

Виртуалната таблица опростява достъпа до потребителските данни, а от друга  
страна  осигурява  независимост от схемата на  БД.  Тя  може да  служи за  защита на  
данните, като дава достъп само до определени данни от БД. Синтаксис:

CREATE VIEW [owner.]view_name
[(column_name[,column_name]...)]
AS select_statement 

Могат явно да се указват имената на колоните, които ще бъдат включени във  
виртуалната таблица. В дефиницията на виртуална таблица могат да бъдат включени  
други виртуални таблици, но само до16 на брой таблици или виртуални таблици.

Индексите са обекти - структури свързани с дадена таблица. Целта на индексите е  
ускоряване на бързодействието при изпълнение на заявки относно:

– търсене на записи;
– свързване на данни от различни таблици;
– подреждане на резултантното множество;
– някой случаи при въвеждане на данни.

54



Създаване на индекс се извършва чрез SQL-израз от вида:

CREATE [UNIQUE] [CLUSTERED | NONCLUSTERED] INDEX index_name 

     ON [[database.]owner.]table_name (column_name [,column_name]...)

[WITH[FILLFACTOR = x][[,] IGNORE_DUP_KEY]
[[,] {SORTED_DATA |SORTED_DATA_REORG}] 
[[,] {IGNORE_DUP_ROW |ALLOW_DUP_ROW}]]
[ON segment_name]

Уникалните  индекси  се  използват,  за  да  наложат  уникални  (неповтарящи  се)  
стойности в колона или група от колони. Уникален индекс се създава в случаите:

- дефинирано е ограничение от тип уникална стойност на колона; 
- дефинирано е ограничение от тип първичен ключ; 

- явно е създаден уникален индекс. Създаването на такъв индекс осигурява данните да 
се  проверяват  за  уникалност.  Ако  съществуват  дубликати,  създаването  на  индекса  не  се 
осъществява. 

Данните се съхраняват физически в множество от структури наречено страници с  
данни. В една отделна страница се разполагат много записи, но един запис трябва да бъде  
изцяло разположен в една страница.  Всяка страница съдържа заглавна област, която  
идентифицира съдържанието на страницата. Физическото съхранение на страниците с  
данни се реализира чрез структурата двусвързан списък.

Когато се въвеждат данните в БД се създават голям брой страници. Индексите  
служат за  бързо  предвижване  между страниците с  данни.  Индексите от своя  стана  
също се съхраняват в страници,  като се използва структурата  B-дърво, за бърз достъп 
до записите.  

Подробно представяне на езика SQL и множество примери са дадени в:
1. Д. Орозова, Ръководство за работа с езика SQL към курса по бази от данни”. БСУ 2005 

г.
2. Ю. Пенева, Бази от данни, първа част, Регалия 6, София, 2004, Модул 4, стр.64-83.
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Тема 21. Обработка на транзакции
Основни  свойства  на  транзакциите.  Видове  и  управление  на  транзакции.  Проблеми  при 
изпълнение на конкурентни транзакции. Консервативни и оптимистични методи за управление 
на едновременния достъп. Видове графици.

1. Транзакции – основни понятия

Транзакцията е логически неделима единица за обработка на БД, която включва една или 
повече операции за достъп до нея. Всяка транзакция трансформира БД от едно състояние в друго. 
Обработката  на  транзакции  може  да  обхване  едновременното  обслужване  на  стотици 
потребители.  Примери  за  подобни  системи  са  системите  за  различни  видове  резервации, 
системите, обслужващи банките, кредитните карти, стоковите борси  и други. Всички те работят 
едновременно със стотици потребители. Главни изисквания към тях са бързото време за отговор и 
достъпът до системата във всеки един момент. Типичен пример за транзакция е прехвърлянето на 
пари от една сметка в друга. При това се извършват или всички операции, или нито една от тях, т.е. 
или се теглят пари и от една сметка се прехвърлят в друга; или нито една от двете дейности не се 
извършва. 

Транзакцията представлява неделима единица от работа, която се изпълнява докрай 
или не се изпълнява изобщо. За постигането на тази цел се използват следните операции:

1. BEGIN_TRANSACTION - началото на транзакция.
2. READ или WRITE  - отбелязват се операциите, които се извършват над БД в рамките на изпъл-

няващата се транзакция.
3. END_TRANSACTION - отбелязва се края на изпълняваната транзакция. Извършва се проверка 

дали промените на БД, вследствие изпълнението на транзакцията, могат да се направят постоянни, 
или изпълнението на транзакцията не бива да приключва, защото нарушава някои ограничения или 
правилата за едновременния достъп до данните.

4. COMMIT_TRANSACTOIN  -  отбелязва  успешното  приключване  на  изпълняваната 
транзакция. Всички промени в БД стават постоянни.

5. ROLLBACK (ABORT) -  отбелязва неуспешно приключване на изпълняваната транзакция. 
Следователно всички промени върху данните трябва да се отменят - БД трябва да се върне в 
състоянието, предхождащо започването на транзакцията. 
Всяка транзакция, като логически неделима единица от работа, трябва да притежава следните 

четири основни свойства: (A. C. I. D.)
• Atomicity (атомарност, неделимост) - транзакцията е неделима единица от работа. Тя или се 

изпълнява изцяло или не се изпълнява въобще.
• Consistency (състоятелност,  непротиворечивост) -  транзакцията  преобразува  БД  от  едно 

непротиворечиво състояние в друго.
• Independecy (независимост) -  всяка  транзакция  се  изпълнява  независимо  от  другите. 

Резултатите от обновяване на БД остават невидими за останалите транзакции до приключване на 
изпълнението.

• Durability (устойчивост, необратимост) - промените в състоянието на базата, в резултат от 
действието на транзакцията, са постоянни и необратими.

Тези  свойства  се  осигуряват  от  методите  за  управление  на  едновременния  достъп  и  за 
възстановяване на БД. Първото от тях налага завършване на всяка транзакция и се осигурява от 
прилагания в системата метод за възстановяване. За второто свойство отговарят програмистите, 
които пишат програми за работа с БД, и СУБД, която проверява ограниченията за цялостност на 
данните.  Транзакциите  представляват коректни програми.  Независимостта на изпълнението на 
всяка транзакция от другите се осигурява от избрания метод за едновременен достъп в системата. 
Устойчивостта на БД се гарантира от прилагания метод за възстановяване.
Следва пример: Прехвърляне на пари от сметка X в Y - транзакция T1

begin transaction T1

read balance X
balance X = balance X - 100
if balance X < 0 then

begin
print 'insufficient funds'
rollback T1
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end
write balance X 
read balance Y
balance Y  =  balance Y + 100
write balance Y 
commit T1 
end transaction T1

2. Проблеми при обработване на конкурентни транзакции
Регулирането  на  едновременния  достъп  е  процес,  при  който  операциите  към  БД се 

изпълняват едновременно, без да си влияят взаимно. Основна цел при подхода „бази от данни" е да 
се осигури многопотребителски достъп до общата БД. Този достъп е сравнително лесен, ако всички 
потребители  само  четат  нужните  им  данни,  понеже  те  не  могат  да  си  влияят  един  на  друг. 
Аналогично, ако транзакциите се подреждат в опашка, която по същество налага последователното 
им изпълнение, конкурентният достъп до данните не представлява трудност.

В действителност обаче, транзакциите се изпълняват конкурентно и няма начин те да бъдат 
подредени така, че да се избегне взаимното им влияние. Независимо, че поотделно транзакциите 
могат  да  бъдат  коректни  всяка  сама  за  себе  си,  смесването  на  операциите  им  при  тяхното 
изпълнение  може  да  доведе  до  получаване  на  неправилни  резултати.  Управлението  на 
едновременния достъп се прилага, за да се предотврати влиянието от работата на един потребител, 
който обновява БД, върху работата на останалите потребители същия момент от време.

Неконтролираното изпълнение на транзакции може по различен начин да наруши целостта 
и  състоятелността  на  БД.  Прилагането  на  методи  за  управление  на  едновременния  достъп 
предотвратява възникването на някои проблеми, които се срещат както при централизирани, така и 
при разпределени БД, където се изпълняват конкурентни транзакции.

1. Проблем „изгубено обновяване" (lost update).
Възниква, когато операциите за обновяване на БД в рамките на две транзакции се размесят 

по такъв начин, че в базата се получават некоректни данни. По-точно резултатът от работата на 
първата транзакция се заличава от работата на следващия потребител, който изпълнява запис на 
данни върху същото поле. В резултат се получава „изгубено обновяване". 

2. Проблем „зависимост от липса на приключване" (uncommitted dependency).
Възниква, когато дадена транзакция обновява БД и след това приключва аварийно, поради 

настъпване на някакво събитие. Междувременно обновеното поле се използва от друга транзакция 
и се получават некоректни резултати. 

3. Проблем „мръсно четене" (dirty read).
Възниква, когато на транзакция, която само чете от БД и изчислява сумарни резултати, се 

позволи да чете междинни резултати, получени при изпълнението на други транзакции, в момент, в 
който БД се обновява. Например транзакция, която сумира разходи или приходи по дадена сметка 
би получила неверни резултати, ако в същото време други транзакции обновяват БД. 

4. Проблем „нарушаване на ограниченията за цялостност" (integrity violation).
Възниква  при  не-синхронизирано  изпълнение  на  транзакции,  които  обновяват  ед-

новременно различни данни от едно и също отношение в БД. 
Да разгледаме следния доста фрапиращ пример, който илюстрира добре проблема. Дадена е БД, 
съдържаща график на заплануваните операции и данни за хирурзите,  със следната релационна 
схема:

SCHEDULE  (Surgeon-name, Operation, Date)
SURGEON (Name, Qualification)
В първата таблица се пази графикът за операциите, а във втората - какви операции има 

право да извършва всеки един хирург от клиниката. Основно ограничение е, че всеки хирург може 
да извършва операциите, за които е специализирал. Първоначалното състояние на БД е показано 
по-долу:
SCHEDULE
Surgeon-name Operation Date
Румен  Танев Tonsileetomia 3.5.05
Елена Кирова Tonsileetomia 7.5.05
… … …
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SURGEON
Name Qualification

Румен  Танев Tonsileetomia
Мариана Пеева Tonsileetomia
Румен  Танев Apendectomia

… …
Да разгледаме следните транзакции:

Транзакция Тi сменя типа на операцията за 3.5.03 от “Tonsileetomia” на „Apendectomia” 
поради някаква причина. За целта трябва да се провери дали д-р Румен Танев може да оперира 
„Apendectomia”.  Транзакция Тj - оказва се, че д-р Танев е зает и хирургът също трябва да бъде 
сменен с друг, който може да оперира “Tonsileetomia”, свободен за този ден е хирургът Мариана 
Пеева. Двете транзакции не са синхронизирани, обновяват едновременно различни полета на 
една и съща таблица,  в резултат на което се нарушават ограниченията за цялостност на БД. 
Получава се противоречива БД - Мариана Пеева ще оперира на 3.5.03, защото е свободна, но 
няма нужната квалификация за това.

Begin transaction Tj 
read SCHEDULE where Date = 03.05.05
read  SCHEDULE  where

Surgeon-name = ‘Мариана Пеева’ 
and Operation = Qualification 

If not found hten rollback Тj
SCHEDULE.. Surgeon-name =‘Мариана Пеева’
Cimmit Tj

End transaction Тj

3. Графици. Свеждане до последователен график
При конкурентно изпълнение на транзакции редът на техните операции към БД образува 

т.нар. график, или история. Графикът представлява подреждане на всички операции, участващи в 
множеството от транзакции, като се съхранява редът им в рамките на отделната транзакция. 
Трябва да се отбележи обаче, че операциите, принадлежащи на различни транзакции, могат да се 
преплитат помежду си. Единственото ограничение, което се спазва, е наредбата им в рамките на 
всяка от транзакциите. Графикът се записва във вида:

]O,...,O,O[S n21= , където 








−
−

=
writeW
readR

Оi
i

i , за i – 1,2, …, n.

Казва се, че О1 предхожда О2, О2 предхожда О3, и т.н., като се записва по следния начин: 
О1 < О2 < ... < Оn.

Да съставим примерен график на две транзакции:
S1 = [R2(X),R1(X),W2(X),W1(X),R1(Y),W1(Y)]

Две операции в графика S се наричат конфликтни, ако удовлетворяват следните условия:
 принадлежат на различни транзакции;
 имат достъп до едно и също поле;
 поне една от тях записва данни в общото за двете транзакции поле.

Например операциите  W2(X),W1(X)  в  графика  S1 са  конфликтни,  докато операциите 
R1(X),W1(X) не са, понеже принадлежат на една и съща транзакция.

Съществуват различни подреждания на операциите за дадено множество от конкурентно 
изпълняващи се транзакции. Това води до генерирането на различни графици. Те могат да се 
класифицират по следния начин:

1. Последователен  (serial)  график  е този, при който операциите на всяка транзакция се 
изпълняват последователно, без да се смесват с операции, принадлежащи на друга транзакция. В 
последователния  график  транзакциите  се  изпълняват  линейно,  една  след  друга,  в  различен 
интервал от време. Няма преплитане на операциите между две транзакции и само една е активна в 

Begin transaction Ti
read SCHEDULE where Date = 03.05.05
read SCHEDULE  where

Surgeon-name =  name  and 
Qualification =  ‘Apendectomia’

If not found hten rollback Тi
SCHEDULE. Operation =’Apendectomia’
Cimmit Ti
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даден момент от време.  Проблем при последователните графици е, че  при тях се губи ценно 
процесорно време и затова те не се използват в практиката.

2. Непоследователни графици (non-serial). Те биват са конкурентни и конфликтни.
- При конкурентния непоследователен график транзакциите се изпълняват едновременно, в 

един и същ интервал от  време,  но работят  върху различни данни в  БД.  Следователно няма 
опасност да се получат некоректни данни.

-  Конфликтните  непоследователни  графици  съдържат  конфликтни  операции,  които 
пораждат някои от разгледаните проблеми и БД остава в противоречиво състояние.

Транзакции,  чиито  графици  са  последователни  или  конкурентни,  притежават  свойството 
„независимост"  и  следователно  не  си  влияят  една  на  друга  при  изпълнение.  Транзакции  с 
конфликтни графици могат да доведат БД до противоречиво състояние. 

Управлението на едновременния достъп има за цел създаване на графици, които са коректни, 
т.е. оставят БД в непротиворечиво състояние. Понятието, което характеризира графиците от гледна 
точка коректност на резултата, се нарича сводимост в последователен вид (serializability).

Цел на процеса „сводимост в последователен вид" е да се намери непоследователен график, 
който позволява транзакциите да се изпълняват конкурентно,  без да си  влияят една на друга. 
Графикът S на транзакциите Т1,Т2,  ...,Тn се нарича  последователен,  ако операциите на всяка 
транзакция са подредени така, че транзакциите да се изпълняват последователно една след друга. 
Неформално един график е сводим в последователен вид, ако съществува еквивалентен на него 
последователен график на същите транзакции. Възниква въпросът за дефиниране на понятието 
„еквивалентност”.  При еквивалентните графици редът на операциите (“четене” и “запис”) върху 
дадено поле трябва да бъде един и същ. Обикновено се прилагат следните критерии:

1. Ако  две  транзакции  само  четат  дадено  поле,  те  не  са  в  конфликт  една  с  друга
и редът на операциите за четене на полето не е важен.

2. Ако  две  транзакции  четат  или  обновяват  две  напълно  различни  полета,  те  не
са конфликтни помежду си и редът на операциите им не е важен.

3. Ако  една  транзакция  обновява  дадено  поле,  а  друга  чете  или  обновява  също
то поле, то редът на изпълнение на операциите е важен и трябва да се отчете.

Този тип сводимост се нарича  конфликтна. Един конфликтно сводим график синхронизира 
конфликтните операции. В него не конфликтните операции се пренареждат, последователността 
на  конфликтните  се  запазва  и  в  резултат  се  получава  последователен  график.  При  това  се 
допуска, че всяка транзакция първо чете данните, а после ги обновява. Това правило е известно 
като „правило за ограниченото писане". Съгласно това правило конфликтната сводимост се тества 
чрез генериране на специален граф на предшестването, който се изгражда като:

1. Всяка транзакция Тi, i = 1,2, ...,n се бележи с възел.
2. Ако  Tj чете  стойност  на  поле,  обновявано  от  Тi,  то  върховете  се  свързват

ребро Ti  Tj.
3. Ако  Tj  обновява  поле,  което  е  било  прочетено  от  Ti,  то  върховете  се  свързват

с ребро Ti  Tj.
Графикът е  конфликтно сводим в последователен вид  тогава и само тогава, когато 

графът на предшестването не съдържа цикъл. Ако графът на предшестването съдържа цикъл, 
генерирането  на  конфликтно  сводим  график  е  невъзможно.  Сводимостта  в  последователен 
график се разглежда като доказателство за коректност. 

4. Методи за управление на едновременния достъп до БД
На  практика СУБД не прави проверка дали даден график е сводим в последователен вид, 

тъй като това не е ефективно, а редът на операциите донякъде се определя и от ОС. Разработени 
са  специални  методи,  чието прилагане  води  до генериране  на  сводими в  последователен вид 
графици. Те използват  протоколи, гарантиращи сводимост в последователен вид на получения 
график. Методите за управление на едновременния достъп са:

а)  Консервативни -  тези методи отлагат  изпълнението на  дадена  транзакция,  ако  тя  е в 
конфликт с останалите, докато завърши тяхното изпълнение. Основни консервативни протоколи 
са:  заключване  (locking),  времеви  маркери  (time stamping),  поддържане  на  повече  версии 
(multiversion) и други.

Заключването осигурява достъп само на една транзакция върху определени полета с данни и е 
често  използван  протокол  в  търговските  СУБД.  Времевите  маркери  присвояват  на  всяка 
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транзакция уникален идентификатор, генериран от СУБД, който отбелязва началото на нейното 
изпълнение. По този начин транзакциите се нареждат в зависимост от момента на постъпването 
им в системата. Протоколите, работещи с повече версии, запазват по няколко стойности на едно 
и също поле - версии, т.е. съхраняват резултатите от няколко последователни обновявания. При 
заявка от дадена транзакция за достъп до определено поле се избира подходящата версия, за да се 
запази сводимостта в последователен вид на генерирания график. 

б)  Оптимистични  –  тези  методи  допускат,  че  конфликтите  са  редки,  позволяват  на 
транзакциите да се изпълняват не-синхронизирано и правят проверка за противоречивост на БД 
при приключването на  всяка  от  тях.  Всички  методи за  управление  на  едновременния  достъп 
допускат, че БД се състои от полета, съдържащи данни. Поле с данни може да бъде: цялата база, 
файл, запис, стойност на поле в рамките на даден запис, страница или област от пространството на 
БД.  Грануларност  е  големината  на  полето  с  данни,  избрано  от  протокола  за  управление  на 
едновременния достъп като единица за защита. 

Една  от  най-разпространените  оптимистични  схеми  прави  обновяванията  не  директно 
върху БД, а върху локални за всяка транзакция копия на данните. След приключването на дадена 
транзакция  се  проверява  целостта  на  БД  и  ако  тя  е  нарушена,  промените  се  възстановяват 
(rollback). Протоколът се състои от три фази:

Фаза 1: Четене -  при тази фаза транзакцията чете необходимите й данни, прехвърля ги в 
локални полета, извършва обновяване и резултатите се съхраняват във временен файл, а не в БД.

Фаза 2: Валидиране - прави се проверка, за да се види дали генерираният график е сводим в 
последователен вид:

а) за транзакции, които само четат, се сравняват локалните променливи със съответните им 
полета в БД, като при различни стойности транзакцията се отменя;

б) за  транзакции,  които  обновяват  БД,  се  прави  проверка  дали  базата  е  състоятелна  при 
сводимия в последователен вид график, ако не - транзакцията се изпълнява отново.

Фаза 3: Запис - изпълнява се при успешно генериран сводим в последователен вид график 
от Фаза 2; всички промени, направени в локалните променливи, се пренасят в БД.
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Тема 22. Сървлети и Java Server Pages (JSP)
Основна структура на сървлет. Жизнен цикъл на сървлета.  Обработка на заявки на клиента 
зададени  с  форми.  Формиране  на  отговор  към  клиента.  Формиране  на  заглавните  части.  
Използване на бисквитки (cookies). Проследяване на сесии. Скриптови елементи: JSP изрази,  
JSP скриплети, JSP декларации. JSP директива page. Атрибути import, contentType. Включване 
на файлове в JSP документ. 

1.  Сървлет  - разширение на сървър,  което повишава функционалността на сървъра.  
Сървлетите  могат да бъдат вграждани  към всички видове протоколи: HTTP, FTP, Telnet и т.н.. 
Най-общото предназначение на сървлетите е да разширяват  WEB-сървър с динамично  Web-
съдържание. Те показват HT-документ в отговор на потребителска заявка, използвайки  HTTP-
протоол. Сървлетите генерират съответните HTМL-документи в режим на изпълнение. 

За работа със сървлетите е необходимо:
- Java 2 Platform softwere;
- Java Server (Tomcat; JSWDK)

Жизнен цикъл на сървлета:
1. Първоначално  създаване  на  сървлета.  Извиква  се  неговия  метод init -  код  за 

първоначална и еднократна инициализация.  Този метод е зададен като абстрактен метод на  
интерфейса Servlet.

2.  Всяка  потребителска  заявка  предизвиква  създаване  на  нова  нишка,  която извиква 
метода  service на  предишно  създадена  инстанция.  Методът  service извиква  метода  doGet,  
doPost или doXxx, в зависимост от типа на HTTP заявката. 

3. Когато сървърът трябва да премахне сървлета, се извиква метода destroy.
GET заявки представляват обичайния тип заявки за  Web страници, извършвани от браузера. 
Един браузер генерира тази заявка, когато потребителят въведе URL адрес в лентата за адреси 
или се извика от HTML форма, която не указва METHOD.
Сървлетите също могат да обработват POST заявки, които се генерират от HTML форма, която 
указва METHOD=“POST”. И двата метода doGet и doPost приемат два аргумента от класовете: 
HttpServletRequest и HttpServletResponse. 

• Класа HttpServletRequest - осигурява методи за извличане на входящата информация като: 
данни от форма, заглавна част от HTTP заявка, хост името на клиента. 

• Класа HttpServletResponse - дава възможност да посочим изходяща информация като: код 
на състояние,  заглавна част на отговор (Content-Type,  Set-Coocie  и др.)  и  най-важното чрез 
класа PrintWriter да изпратим съдържанието на документа обратно към клиента (чрез съответни 
println конструкции се генерира желаната страница). 

За да бъде един клас сървлет, трябва да наследява класа HttpServlet и да предефинира метод 
doGet или doPost, в зависимост от това,  дали данните се изпращат от GET или от POST заявка. 

Ако  искаме  един  и  същ сървлет  да  обработва  и  GET и  POST заявки  и  да  предприема 
съответно действие, то може doGet да извиква doPost или обратно.  doGet и  doPost  генерират 
две изключения, които трябва да декларираме. 

PrintWriter е  клас  дефиниран  в  пакета  java.io.  Методът  getWriter(),  дефиниран  в  класа 
HttpServletResponse - създава обекта out,  който се използва да изпрати отговор към клиента. 

Пример 1: Шаблон на сървлет, който обработва GET заявки:
import java.io.*;
import javax.servlet.*;
import javax.servlet.http.*;
public class ServletTemplate extends HttpServlet {

  public void doGet (HttpServletRequest request, 
HttpServletResponse response)

throws ServletException, IOException 
{

PrintWriter out = response.getWriter(); 
...

61



  }
}

В  примера,  сървлета  наследява  класа  HttpServlet,  но  сървлетите  могат  по  принцип  да 
разширяват  mail,  FTP или  други  сървъри.  Сървлетите  за  тези  обкръжения  биха  разширили 
даден потребителски клас,  наследен от  Generic-Servlet, pодителския клас на  Http-Servlet.  На 
практика сървлетите се използват изключително за сървъри, които комуникират чрез HTTP. 

Компилиране и стартиране на сървлет
1.  Създаване на java файловете.
2. Трябва да се уверим, че е зададен classpath  до JAR файловете, съдържащи стандартните 
сървлет класове: 

set CLASSPATH=c:\tomcat4\common\lib\servlet.jar;%CLASSPATH%
3. Компилиране на сървлета:

> javac име_сървлет.java
4. Поставяме сървлет - класовете в определена директория. Местоположението им е различно 
за различните сървъри, за tomcat  това е директорията:

c:\tomcat\webapps\my\Web-inf\classes
5. Стартираме  сървъра:

c:\tomcat\bin\startup
В случай, че използваме HTML форми като входни интерфейси за сървлети, за да бъдат 
достъпни за сървъра те трябва да се поставят в директорията: c:\tomcat\webpages\my.

Изпълнение на сървлет
При различните сървъри, class файлове на сървлетите могат да се поставят на различни места. 
Но за изпълнението на сървлет съществува конвенция: чрез Wеб-браузер задаваме URL адрес: 
http://host:port/my_dir/servlet/ServletName

За изграждане на HTML са необходими две допълнителни стъпки:
1. Да укажете на браузера, че изпращате обратно HTML документ.
2. Да промените println конструкциите, за да изградите валидна Web страница.

Заглавните части се указват от метода setHeader на класа  HttpServletResponse.
За  указването  на  тип  на  съдържание  се  използва  специален  метод  setContentType,  като:

response.setContentType(“text/html”);
Въпреки, че HTML е най-често използвания тип за документ, създаден от сървлети модат да се 
създават  други типове документи  например:  image/gif  или  text/plane.

Пример 2: Сървлет, генериращ HTML документ: 
import java.io.*;
import javax.servlet.*;
import javax.servlet.http.*;
public class HelloWWW extends HttpServlet {

  public void doGet(HttpServletRequest request,HttpServletResponse response)
      throws ServletException, IOException {
    response.setContentType("text/html");
    PrintWriter out = response.getWriter();
    out.println("<HTML>\n" +
                  "<HEAD><TITLE>Hello WWW</TITLE></HEAD>\n" +
                  "<BODY>\n" +
                  "<H1>Hello WWW</H1>\n" +
                  "</BODY></HTML>");
  } 

}
Сървлет, който чете заявка с параметри използва конструкцията:

request.getParameter("param_name") ;
При четене на HTTP заглавни части се използва универсален метод:

String getHeader(String name)
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Специални методи за основни заглавни части са:
getCookies,  getContentLength,  getContentType,  
getDateHeader, getIntHeader, getHeaderNames,  getHeaders

Методи за извличане на информация от заглавния ред на заявката са например:
request.getMethod(), request.getRequestURI(), request.getProtocol() 

Обработка на бисквитки (Cookie) се извършва като:
Cookie c= new Cookie(name, value);

  responce.addCookie(..);
request.getCookies();

Проследяване на сесии се извършва чрез подходите:  бисквитки, URL- пренаписване, и скрити 
полета на форма като: <input type= “hidden” name=“session” value= “1234”>.
Пример за URL- пренаписване:  http  ://  host  /   ....... ; jsession=1234

API интерфейс за проследяване на сесии  -  HttpSession 
HttpSession session= request.getSession(true);
Методи на сесията:
Object getAttribute(String name)
setAttribute(String name, Object value)
removeAttribute(String) 
Enumeration getAttributeNames()
String getId()
и други

2.  Java Server Pages (JSP) 
Тези страници могат да съдържат следните елементи:
• HTML код
• скриптови елементи:

– изрази: <%=  израз  %>
– скриплети: <%  код  %>
– декларации: <%! пoлета и методи %>
– коментар: <%--  текст  --%>

• директиви: <%@ ……….. %>
• операции: <jsp:exam />

1. JSP изрази

Изразите имат вида: <%=  Java-израз  %>

Пример: Current time: <%=  new java.util.Date()  %>

XML синтаксиса за изрази е 

<jsp:expression>

 new java.util.Date() 

</jsp:expression>
Могат да бъдат използвани предварително дефинираните променливи

• HttpServletRequest request
• HttpServletResponse response
• HttpSession session
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• PrintWriter out

Например: Your hostname: <%= request.getRemoteHost() %>

2. JSP скриплети – те позволяват да се постави Java код в генерирания сървлет.

Синтаксисът е: <%   Java  код  %>

Пример: <% String query= request.getQueryString();

out.println(“Attached GET data: + query )%>

<% response.setContentType(“text/plain”);  %>
Пример за използване на скриплети за създаване на условни части:

<% if (Math.random() < 0.5) { %>

Have a <H1> nice </H1> day!

<% } else { %>

Have a <H2> great </H2> time!

<% } %>

3. JSP декларации - позволяват да се дефинират полета и методи, които се вмъкват в тялото на 
сървлет класа.

Синтаксисът е: <%!  Java код  %>

4. JSP директиви – те  влияят върху целия генериран сървлет. Директивите са три вида: page, 
include, taglib
Синтаксисът е: <%@ директива  атрибут = “стойност”  %>

- JSP директива  page  с атрибут import посочва пакетите, които желаем да са достъпни, 
например: <%@ page import=“java.util.*, java.io.*” %>

- JSP директива page с атрибут contentType посочва типа на документа, например: 

<%@ page contentType =“text/plain” %>

това е еквивалентно на скриплета: <% response.setContentType(“text/plain”); %>
- JSP директива include включва файл в JSP документа по време на преобразуването му 

в сървлет, а не по време на заявката. Например:
<%@ include   file=”ContactSection.jsp”  %>

5. JSP операция include включва файл в JSP документа по време на клиентска заявка. В този 
случай файлът не може да съдържа JSP код, но могат да бъдат резултат от изпaлнение на 
ресурси, например JSP.

Пример: <jsp:include page= “относителен URL адрес”  flush=true />

Използване  на  JavaBeans  налага  спазване  на  определен  стандарт  при  описание  на 
класовете, което след това позволява автоматично да се открива информация в тези класове: 

• да притежава конструктор без параметри;
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• всички полета да са private;
• необходимите стойности да са достъпни чрез методите getXxx и setXxx.

Пример за създаване на JavaBeans
  public class StringBean {
  private String message = "No message specified";
  public String getMessage() {
    return(message);
  }
  public void setMessage(String message) {
    this.message = message;
  }
}

Пример за използване на JavaBeans:
<jsp:useBean  id=“word1”  class=“coreservlets.StringBean /> 

или
<jsp:useBean  id=“word1”  beanName=“coreservlets.StringBean />

 извличане на стойност:
<jsp:getProperty  name= “word1” property=“message” />

задаване на стойност:
<jsp:setProperty name= “word1” property=“message” value= “Ala bala” />
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Тема 24. Злонамерен софтуер. 
Основни предизвикателства пред информационната сигурност. Вируси. Принципи на действие 
и методи на разпространение. Червеи. Троянски коне. Хакерски атаки – видове и методи на 
действие. Подслушване. Атаки, свързани с измами. Сканиране на портове. Програми – шпиони 
и реклами. Атаки, предизвикващи отказ на услуга.

Днес  мрежовите  технологии  се  внедряват  с  голяма  интензивност  във  всички  сфери  на 
човешката  дейност.  Нарушението  на  сигурността  при  обработката  и  предаването  на 
информацията  води  до  щети,  чиито  мащаби  се  определят  от  предназначението  на  
информацията и могат да имат фатални за организацията последствия. Като основни причини 
за наличието на уязвимости в съвременните системи могат да бъдат посочени:

 Отсъствието  или  недостатъчната  ефективност  на  функциите  на  защитата  в 
прилаганите технологии за обработка на данните и протоколите за информационен обмен;

 Наличие на грешки в програмното осигуряване;
 Нарастващата сложност в управлението на съвременните програмни системи.

Задачата  на  информационната  сигурност се  свежда  до  предотвратяване  на  възможни 
въздействия  с  вредителска  цел,  както  и  до  минимизиране  на  щетите  върху  системата,  ако  
такова  проникване  стане  факт.  Информационната  сигурност  защитава  информацията  в  
следните аспекти: поверителност (конфиденциалност), цялостност, достъпност.

• Поверителност –  до  информацията  трябва  да  имат  достъп  само  тези  потребители, 
които са оторизирани за това;

• Цялостност -  предпазване  на  информацията  от  нелегитимно  модифициране,  т.е. 
системата  не  трябва  да  компрометира  информацията  или да  допуска  неоторизирани 
преднамерени или случайни промени в нея;

• Достъпност - хардуерът и софтуерът на системата работят ефикасно и системата има 
възможност да се възстанови бързо и цялостно при  възникване на срив или пробив в 
сигурността.

Компютърен  вирус наричаме  паразитна  програма,  която  без  знанието  и  разрешението  на 
потребителя се  прикрепя към заразявания обект,  самовъзпроизвежда се и продължава да се 
разпространява. Често съдържа злонамерен товар, целящ нарушаване на функционалността на 
отделни програми или на цялата компютърна система. Основните методи на разпространение  
са:

  чрез енергонезависими носители (дискове, дискети, CD, DVD) като използват 
специфични особености на логическата подредба на информацията (файлова система) върху 
съответния носител;

 чрез  мрежова  комуникация -  чрез  електронна  поща,  чат  (IRC),  програми  за 
съобщения  (ICQ,  MSN Messenger,  Skype)  или чрез  възползване  от  бъгове  в  управляващите 
програми  за  мрежова  комуникация.  Вируси,  атакуващи  мобилни  телефони,  могат  да  се  
разпространяват чрез SMS съобщения.
Някои основни типове компютърни вируси:

• Секторни -  това са вируси,  които заразяват главните записи или сектора за начално 
зареждане на твърдите дискове чрез операции от/към заразени дискети или файлове. В 
близкото минало широкото използване на дискети създаваше предпоставки за тяхното 
значително разпространение.  В този класически вид вирусите  имат вече  ограничено 
разпространение. Понастоящем се наблюдават тенденции тези вируси да се превърнат в 
част от общ вирусен сценарий, който предполага и други форми на заразяване, поради 
което откриването и премахването им е силно затруднено;

• Файлови  -  в този случай обект на атаката е файл в дадена операционна система. Това 
може да бъде изпълним или даннов файл. В зависимост от това се стартират различни 
части от вирусния сценарий. Общото в тяхното действие е стремежът на вирусите да  
бъдат заредени в паметта заедно със заразените файлове и да бъдат стартирани оттам,  
като  получат  контрол  върху  определени  ресурси.  Наличието  на  пасивни  и  активни 
файлови структури създава изключително големи възможности за скриване на вирусния 
код и стартиране на части от него в определен момент;

• Макро вируси - тези вируси са изключително широко разпространени поради лекотата, с 
която  могат  да  се  създават  и  поради  много  широката  основа  за  тяхното 
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разпространение:  наличието на значителен по обем електронен документооборот.  Те 
могат да се изпълняват само в програми, които поддържат макроси. Най-често това са  
MS Word и MS Excel. Основните инструменти, чрез които се създават макровирусите са 
Visual Basic for Applications или WordBasic;

• Полиморфни  -  те  съдържат програмни  средства,  които  им  позволяват  да  извършват 
мутации в нови и различни форми в рамките на същото семейство вируси.  Тяхното 
откриване  и  отстраняване  е  свързано  със  значителни  трудности,  особено  при 
използване  на  класическите  вирусни  сигнатури.  В  този  случай  се  изискват  нови 
принципно  различни  технологии.  Най-често  това  са  евристичните  методи,  които  са 
свързани  с  относително  голям  брой  фалшиви  аларми  или  методите  за  проверка  на 
цялостността, които изискват много предварителни разходи;

• Скрити (стелт)  -  това  са  специфични  вируси,  които  използват  сериозни по своята 
дълбочина техники на системно ниво,  за  да могат да прихващат различни системни 
функции и да манипулират тяхното поведение и най-вече резултата, който се връща. По 
този начин те получават възможността да станат невидими за всички, включително и за 
антивирусните програми и другите защитни средства. Твърде често те се използват в 
комбинация с други атакуващи средства и откриването и отстраняването им е много 
трудно.

Компютърен  червей наричаме  независима  програма,  която  се  разпространява  от  един 
компютър  на  друг,  използвайки  мрежовите  връзки,  като  често  използва  слабостите  на  
основните Интернет протоколи с цел създаване на проблеми в компютърните системи и мрежи.  
Обикновено съчетават своето действие с шпионски и рекламни компоненти.

Троянски кон наричаме техника, при която се използват средства, извършващи своеобразна 
форма на транспорт на програмни компоненти, използвани по-късно с определена нелегитимна 
и  злонамерена  цел.  Терминът  често  се  използва  и  за  обозначаване  на  транспортирания 
злонамерен софтуер.  Най-често троянският кон е създаден, за да контролира компютъра,  на 
който е бил стартиран. Примери за такива троянски коне са NetBus, SubSeven, Back Orifice и др.  
Троянските  коне  обикновено се  разпространяват  под формата  на  изпълними файлове  (.exe,  
.scr, .bat или .pif), e-mail спам, фалшиви обновявания на програми и др. Неопитният потребител, 
който работи с настройките по подразбиране, при които разширенията на файловете се скриват,  
не  е  в  състояние  да  разбере  истинския  вид  на  файла,  ако  е  маскиран  с  т.нар.  двойно 
разширение,  например 'Readme.txt.exe'  и при неговото отваряне неволно стартира троянския 
кон. 

Целта  на  хакерските  атаки може  да  бъде  неоторизирано  придобиване,  подмяна  или 
унищожаване на информация,  както и неоторизирано придобиване на права за  ползване на 
системни или комуникационни ресурси. В зависимост от начина си на действие атаките могат 
да бъдат:

• Пасивни атаки – те се изразяват в наблюдение на системата и събиране на информация 
за начина, по който тя изпълнява функциите си. По принцип тези атаки са трудни за  
откриване, тъй като те не взаимодействат със системата и не нарушават нормалното й 
функциониране.  Примери за  пасивни атаки са наблюдения на мрежовия трафик или  
натовареността  на  процесори и  дискове.  Използването  на  криптографски  механизми 
при мрежовия трафик е  само частично решение на проблема,  тъй като дори самото 
наличие  на  мрежов  трафик  може  да  разкрие  определена  информация  (например 
наблюдението  на  трафик  между  клиент  и  неговата  банка  може  да  бъде  сигнал  за  
трансфер  на  парични  суми).  Анализът  на  мрежовия  трафик  като  измерване  на 
дължината,  времето  и  честотата  на  предаванията  може  да  има  голямо  значение  за 
откриване на необичайни действия;

• Активни атаки – те променят по различен начин поведението на системата, например 
изпращане на съобщения от името на друг обект или субект, модифициране, забавяне, 
промяна  на  реда,  копиране  или  изтриване  на  съобщения  или  пакети,  целенасочени 
действия, насочени срещу системния софтуер с цел срив на системата и др. Например 
една операция като промяна на отрицателен отговор в резултат на заявка от сървър за 
обработка  на  бази  от  данни  в  положителен  може  да  доведе  до  разкриване  на 
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поверителна  информация  и  поражения  в  системата.  За  разлика  от  пасивните  атаки, 
активните се откриват по-лесно, ако са взети подходящи предпазни мерки в защитата на  
системата.

Подслушването (sniffing) е процес на мониторинг на системата и събиране на информация за  
мрежовите ресурси, стартирани процеси на машините и отворени портове. Подслушването е  
типичен пример за пасивна атака, чиято цел е събиране на повече информация за системата, за 
нейните  потребители  (имена,  пароли,  честота  на  използване  на  системата),  използвани 
протоколи  и  услуги.  Събраната  по  този  начин  информация  може  впоследствие  да  бъде 
използвана при последващи атаки.

Атаките, свързани с измами (spoofing), могат да бъдат с най-разнообразна насоченост. Някои 
по-важни типове измами са:

• Ethernet (MAC)  Spoofing. Състои  се  във  фалшифициране  на  физическия  адрес  на 
мрежовата карта. В този случай атакуващият се представя от името на друг легитимен 
Ethernet адрес с цел да получи съответни права до ресурси и действия. Възможностите 
за манипулиране са значителни при подходящо разположени устройства за анализ на 
сигналите на физическо ниво;

• IP (Internet Protocol) Spoofing. Основното при тези атаки е намирането на легитимен IP 
адрес,  чрез  които  да  се  получи  достъп  до  ресурси  и  до  действия.  Необходимо  е 
атакуващите да извършат поредица от планирани заблуждаващи действия, за да получат 
легитимен  IP адрес  или  група  адреси.  Това  може  да  се  извърши  чрез  подмяна 
съдържанието  на  ARP (Address Resolution Protocol)  таблицата  или  инжектиране  в 
дадена  мрежа  на  пакети,  чийто  адрес  на  подателя  е  фалшив.  След  провеждане  на 
успешна  атака  всички  пакети,  изпращани към даден  IP адрес,  ще  се  изпращат като 
пакети към компютъра на атакуващия, който се третира като компютър от атакуваната  
локална мрежа;

• DNS (Domain Name Service) Spoofing. Основната функция на услугата DNS е да осигури 
транслиране на имената на домейните в IP адреси. Целта на атаките е подмяна на DNS 
таблиците на съответствие. В резултат на атаката се подава фалшив IP адрес, който да 
съответства  на  DNS името  на  атакувания  хост  или  се  извежда  от  нормално 
функциониране  сървър,  които реализира  Domain Name Service и на негово място се 
позиционира друг  сървър,  които е подготвен от атакуващите.  Той е  пълно копие на 
оригиналния,  като  в  него  са  направени  определени  "корекции"  в  полза  на 
заинтересованата страна. Така става възможно да се манипулира сигурността на високо 
ниво;

Целта на атаката сканиране на портове е придобиване на информация за атакуваната система 
– тип на операционната система, достъпни комуникационни ресурси, използвани средства за  
защита,  както  и  портове,  отворени  от  работещите  приложения  за  постъпващи пакети.  При 
установяване на активен порт се анализира софтуерът, работещ чрез него, с цел да се открият 
слаби места в този софтуер и чрез него в машината, на която е стартиран.

Програмите  –  шпиони (spyware)  имат  за  цел  събирането  на  персонална  информация  за 
дейността на потребителя. Те се вмъкват в операционната система и прихващат информацията, 
въведена  от  клавиатурата,  следят  посещенията  на  сайтове,  включително  за  електронна 
търговия. По принцип в тях не се вграждат функции за самостоятелно разпространение. 
Подтип  на  програмите  –  шпиони  са  рекламите,  които  осигуряват  преноса  на  събраната 
потребителска  информация.  Най-често  информацията  се  изпраща  до  определени  сървъри, 
които връщат обратно рекламна или друга информация и/или програми до заразената машина.  
Вариант  на  програмите  –  шпиони  са  проследяващите  бисквитки (tracking cookies),  които 
записват информация за дейността на потребителя при влизане и използване услугите на даден  
сайт. Събраната по този начин информация може да се използва впоследствие за последващи 
атаки.

Атаките, предизвикващи отказ на услуга (Denial of Service, DoS), използват Интернет за 
отдалечено и анонимно изпращане на пакети, които оказват неблагоприятен ефект върху 
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крайната система и/или необходимите й комуникационни ресурси, като по този начин лишават 
от достъп легитимните потребители. Независимо от факта, че всички тези атаки използват 
присъщата анонимност в Интернет, в практиката са познати различни техники и подходи:

 DoS атаки,  които  са  насочени  към  недостатъците  на  определени  софтуерни 
системи  –  поради  необходимостта  от  специфична  подготовка  тези  атаки  са 
относително  по-редки  и  по-лесни  за  неутрализиране  чрез  обновяване  на 
софтуера;

 DoS атаки, които използват слабостите на някои комуникационни протоколи – 
неутрализирането  на  тези  атаки  може  да  изисква  промяна  в  стандартите  и 
реализацията на съответните протоколи, което е скъп и дълъг процес. От този 
тип  най-често  разпространени  са  TCP SYN атаките,  използващи  слабости  в 
протокола ТСР. Някои от реализациите на  TCP стека допускат провеждане на 
атаки,  чийто  резултат  е  лавинообразно  отваряне  на  портове  –  имитация  за 
начало на връзка. Провеждането на такава атака има за цел да заеме максимален 
брой портове с фиктивни връзки, като се блокира възможността на системата да 
приема и обслужва постъпващите заявки на легитимните потребители;

 Flooding атаки – това е най-популярният тип  DoS атаки, тъй като са лесни за 
изпълнение, трудни за неутрализиране и имат деструктивни резултати. При тях 
извършителят изпраща голямо количество лъжливи заявки за обслужване към 
мрежата на жертвата с цел да заеме целия трафик към нея и да лиши от достъп 
легитимните  потребители.  Неработоспособното  състояние  се  постига  при 
изчерпване  на  изчислителните  ресурси  (процесорно  време  или  памет)  или 
изчерпване на свободните портове на операционната система. Реализацията на 
тези  атаки изисква  разпространение  на  атакуващата  програма на  голям брой 
машини,  едновременно  стартиране  на  атаката  от  заразените  машини  към 
крайната цел и поддържане на атаката чрез непрекъснато заразяване на нови 
машини с атакуващата програма и стартиране на атака от тях. От своя страна 
тези атаки се разделят на два подтипа:

 Разпределени (distributed DoS,  DDos)  DoS атаки. При започване 
на атаката има голяма вероятност тя да бъде открита и източниците й – 
изолирани,  което  би  довело  до  прекратяването  й.  За  да  се  поддържа 
атаката, е необходимо атакуващите машини да се разделят на два типа: 
управляващи машини, които разпространяват атакуващата програма, но 
не атакуват крайната цел, като по този начин остават скрити и машини – 
изпълнители, които реализират атаката към крайната цел;
 Разпределени отразяващи (distributed reflective DoS, DRDos) DoS 
атаки. Тази атака е аналогична на предишната, но се използват машини, 
които я отразяват (рефлектори), като по този начин се явяват атакуващи 
по  отношение  на  крайната  цел.  Често  обект  на  такава  атака  са  DNS 
сървърите, обслужващи крайната цел на атаката. Атакуващият изпраща 
заявките  към DNS сървърите  вместо да изпраща милиони заявки към 
целта  на  атаката.  Друга  възможност  е  подмяната  на  кеша  на  DNS 
сървърите,  чрез  която  всички  заявки  към  него  се  препращат  към 
жертвата, а потребителите стават неволни участници в атаката.
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Тема 25. Софтуер за защита. 
Видове защитен софтуер. Антивирусни програми. Принципи и методи на действие. Защитни 
стени.  Системи за  откриване  и  предотвратяване  на  нарушения.  Средства  за  наблюдение  на 
системата. Криптиране.

Злонамерените  програми,  още  познати  под  името  malware,  са  разнообразни  по  вид  и 
предназначение  -  вируси, троянски  коне, червеи,  шпионски  програми  и  др.  Задачата  на 
защитния  софтуер  е  да  предпазва  системата  като  постоянно  следи  файловете,  които  се 
изпълняват  и  отварят,  мрежови  протоколи  и  портове,  които  се  използват,  изменения  в 
системните файлове и др. за възможни заплахи. 
Антивирусен  софтуер е  сборното  название  на  всички  видове  софтуерни приложения, 
предназначени за предпазване от и отстраняване на компютърни вируси и други злонамерени 
програми  при  персоналните  компютри.  Антивирусната  програма  следи  всички  процеси  в 
компютъра за някакъв вид активност, която би могла да повреди файлове, да форматира диска, 
или да нанесе други поражения. Антивирусните решения от висок клас включват някои или 
всички от следните компоненти:

• База данни с дефиниции на вируси -  това са ключови уникални низове от тялото на 
вируса, наречени сигнатури (образци), по които той бива идентифициран;

• Файлов скенер. Тази част от антивирусната програма преглежда файловете за наличие 
на  вирусни  сигнатури.  При  намерено  съвпадение  системата  предприема  мерки  за 
отстраняването  на  вируса,  т.нар.  "имунизация  на  файла".  Често пъти антивирусните 
програми  записват  като  скрити  файлове  в  своите  или  други  папки  файлове,  които 
съдържат информация за файла, например атрибутите: checksum - контролна сума, CRC 
- Cyclic Redundancy Check на файла и размер на файла. При зараза тези атрибути се 
променят, за да съответстват на новото състояние на файла. При отстраняване на вируса 
антивирусната  програма премахва частите на  вируса  докато новите контролна  сума, 
размер и CRC не съвпаднат с тези в контролния файл, записани преди заразата. Ако  
файлът е безвъзвратно повреден, то антивирусната програма няма друг избор освен да  
изтрие заразения файл. Най-добрите програми като F-Secure, McAfee virus scan, AVX, 
Panda  Antivirus,  NOD32,  F-prot,  Norton  Antivirus  използват  комбинирани  методи  за 
сканиране като включват имунизация. Това сканиране се състои от сканиране за низове,  
сканиране за промяна на CRC и на контролната сума и размера на файла едновременно. 
Тази техника дори позволява откриване и на непознати вируси, както и да се изчислят с 
приближение шансовете за възстановяване на файла;

• Резидентен модул. Този модул е подобен на скенера, но вместо да следи файловете по 
твърдия диск в непроменено състояние, той следи за евентуална промяна на атрибутите 
при различни действия с файла: когато един файл се копира, мести, стартира, отваря,  
записва, редактира, затваря и др. При откриване на зараза резидентната част извиква 
файловия  скенер  като  преустановява  работата  на  текущия  процес,  предизвикал 
тревогата. Резидентният модул затваря всички файлове и ги записва на твърдия диск, 
след  което  потребителят  бива  подканен да  стартира  файловия  скенер.  Резидентният 
модул  сканира  за  всичко  това  в  реално  време,  като  използва  част  от  системните  
ресурси;

• Потребителски  интерфейс -  това  е  тази  част  от  антивирусната  програма,  която 
потребителят вижда и чрез която той общува с антивирусната програма. Колкото по - 
лек, приятен за окото и интуитивен е интерфейсът, толкова по-лесно и ефективно се 
работи с програмата;

• Евристичен скенер. Това са допълнителни алгоритми, които изследват поведението на 
файла, анализират резултата от поведението и решават да подадат ли или не сигнал за 
тревога.  Тяхното предимство е възможността им за откриване на непознати вируси по 
техни подозрителни действия – промяна на регистрите, на важни системни файлове и 
др. Недостатък на тези скенери е наличието на фалшиви сигнали за наличие на вирус,  
което понижава доверието в системата. Някои евристични скенери издават съобщение, 
че файлът е подозрителен и предупреждават  потребителя  да  бъде внимателен с него. 
Препоръчителна възможност е файлът да бъде сложен под  карантина и изпратен на 
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някоя лаборатория за  анализ,  като някои програми имат автоматизирана функция  за 
целта.

Антивирусните програми могат да притежават и следните допълнителни модули:
• Мрежови модули - позволяват антивирусната програма да се инсталира само на сървъра 

на  локална мрежа, а  програмата  работи  с  цялата  мрежа,  като  извършва  сканиране, 
следене на потребителските заявки, следене на трафика, Интернет връзката, и всичко 
което използват потребителите;

• WEB филтри - тези модули позволяват да се ограничи достъпът до потенциално опасни 
сайтове, порнографски сайтове или сайтове с насилие или оскърбително съдържание. 
По този начин може да се блокира и достъпът на банери и реклами, като се филтрира 
достъпът до съответния сървър;

• Модул за сканиране на електронната поща -  този модул сканира  електронната  поща, 
като се активира автоматично когато потребителят работи с пощата си; 

• Download контрол –  този модул следи всичко, което  потребителят  тегли от мрежата, 
като отново се активира само при заявка за теглене на файлове;

• Архивен  модул - създава архивно копие на твърдия диск върху външен носител.  При 
наличие  на проблем  програмата  изтрива  заразените  файлове  и  възстановява  техни 
копия от архива.

Защитната стена (firewall) е специализиран хардуер или софтуер, който проверява мрежовия 
трафик,  преминаващ  през  него  и  разрешава  или  забранява  достъпа,  съобразно  определени  
правила. Реализирани са защитни стени, работещи на различни нива от OSI модела, като най-
високото е приложният слой (application layer), а най-ниското – каналният слой (datalink layer)  
от OSI модела.  Най-често защитните стени работят на нивото на мрежовия и транспортния  
слоеве, където изследват пакетите данни на протоколa TCP/IP и обикновено взимат решенията 
си в зависимост от IP адреса на изпращача или дестинацията, порта, от който пакетът е получен 
или на който ще се изпрати, или всяка комбинация от тези параметри. Гледат се също така и 
опциите в заглавната част на пакета. Защитните стени, които работят на приложния слой от OSI  
модела,  филтрират  трафика  между  вътрешната  и  външната  мрежи  по  отношение  на  
пренасяната  в  пакетите  информация  чрез  зададени  ключови  думи  и  като  следят  за  спам,  
компютърни  вируси  и  троянски  коне. Защитната  стена  предпазва  не  само  от  изтичане  на 
информация навън и от нежелано навлизане на вредна информация (вируси, троянски коне и 
спам), но и може да предпазва от достъп до безвредна от тази гледна точка външна информация 
и услуги (определени сайтове, електронна поща, музика, игри, филми и пр.). При настройка на 
защитата има два основни подхода:

• пропускат се всички данни и услуги с изключение на изрично забранените;
• забраняват се всички данни и услуги с изключение на специално разрешените.

Вторият поход осигурява по-висока степен на защита, тъй като по подразбиране се отхвърлят 
непознатите протоколи и се осъществява по-силен контрол на трафика. 
Основни функции на защитната стена:

• да блокира данните, за които има вероятност да прикриват хакерски атаки. Данните се 
блокират  тогава,  когато  не  отговарят  на  правилата  за  сигурност,  зададени  от 
администратора на мрежата;

• да скрива  информация  за  мрежата,  като  за  изходящия трафик  маскира IP  адреса  на 
мрежата с IP адреса на защитната стена. Замяната на адресната информация осигурява 
анонимност  на  защитаваната  мрежа.  Така  се  прикриват  вътрешните  мрежови 
характеристики  от  външната  мрежа.  Най-често  се  скриват  DNS,  FINGER  и  други  
протоколи. Чрез тях би могла да бъде получена вътрешно мрежова информация, чрез 
която по-нататъшното проникване в мрежата ще бъде максимално улеснено;

• да води дневници (logs) за информационния поток със записи на определени събития. В  
логовете на защитната стена обикновено се пази подробна информация за допуснатите  
и отхвърлените от стената пакети, като например мрежовите адреси на източника на 
пакета  и  дестинацията,  номерата  на  портовете  на  източника  и  дестинацията,  типа 
протокол, и други. На базата на тази информация може да се прави одит на причините  
за възникване на дадено събитие.
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Освен  това  защитната  стена  може  да  има  и  някои  или  всички  от  следните  допълнителни 
функции:

• филтриране на съдържанието (content filtering);
• преобразуване на мрежови адреси и номера на портове (network address translation, port 

address translation);
• балансиране на натоварването (bandwidth shaping, QoS);
• откриване на нарушения в системата (intrusion detection). 

Системите за откриване на нарушения (intrusion detection systems, IDS) са предназначени за 
откриване на нарушения на политиката на сигурност на дадена система – неоторизиран достъп 
или  нарушаване  на  поверителността  и/или цялостността  на  системни ресурси  от  страна  на 
легитимни потребители или външни лица. За тази цел те съхраняват данни за наблюдаваните  
събития,  уведомяват  системните  администратори  за  важни  събития  и  генерират  отчети  за 
следените събития. За разпознаване на нарушения се прилагат следните два основни метода: 

• Oткриване на сигнатури. Системите, базирани на сигнатури (известни и като 
базирани  на  злоупотреби),  търсят  образци  на  известни  заплахи  в  данните  за 
текущите събития в системата. Тези системи са ефективни при разпознаване на 
вече известни атаки, но се справят незадоволително при откриване на нови или 
варианти на  съществуващи атаки

• Oткриване  на  аномалии.  Системите,  базирани  на  аномалии,  се  основават  на 
идеята,  че  нарушенията  предизвикват  отклонение  от  нормалната  работа  на 
системата.  Те  се  основават  на  предварително  дефинирани  профили  на 
нормалната  работа  на  потребителите  в  системата.  Ако  текущите  събития  се 
отклоняват в значителна степен от тези профили, системата издава съобщение за  
атака.  Основното  предимство  на  системите,  базирани  на  аномалии,  е 
способността  да  откриват  нови  или  неизвестни  атаки,  вариации  на 
съществуващи атаки,  както и отклонения от нормалната работа на процесите 
независимо  дали  източникът  на  отклоненията  е  оторизиран  потребител  или 
външно лице. Те могат успешно да открият кражба на потребителски акаунт, тъй 
като за атакуващия е много трудно да знае със сигурност кои негови действия 
биха предизвикали алармен сигнал. Недостатъкът на този подход е в сложността 
на получените системи, както и в обстоятелството, че те са критично зависими 
от профилите на нормалните потребителски действия, поради което могат да не 
открият дори добре известни атаки, ако те съответстват на тези профили. Друг  
недостатък  на  тези  системи  е  в  необходимостта  от  време  за  натрупване  на 
достатъчно  данни  за  съставяне  на  потребителските  профили,  като  през  този 
период системата е незащитена.

Според местоположението си системите за откриване на нарушения могат да бъдат:
• Хост  базирани. В  този  случай  системата  за  откриване  на  нарушения  работи  като 

процес,  стартиран на съответния хост,  като сканира определени системни ресурси и 
анализира  записите  в  определени  файлове  (системни,  log и  др.)  за  съвпадение  с 
предварително дефиниран модел на нарушения;

• Мрежово базирани. Тези  системи анализират  мрежовия трафик от  даден сегмент за 
наличие  на  определени  поредици  от  символи  (сигнатури)  и  търсят  модел  на  
злонамерена активност.

Основни елементи на системите за откриване на нарушения:
• Сензори –  те  се  грижат  за  събиране  на  определени  данни  за  текущата  работа  в 

системата;
• Агенти – тяхната функция е анализ на колекционираните данни от сензорите;
• Мениджъри –  те  са  управляващата  част  на  системите  за  откриване  на  нарушения.  

Техните  функции  включват  съхранение  и  достъп  до  събраните  данни  за  системата, 
генериране на алармени съобщения, анализ на настъпилите събития за дълъг период от 
време, наблюдение и контрол на сензорите и агентите.

Одитът  на  действията в  системата  представлява  запис  на  дейностите,  извършвани  от 
потребителите  и  операционната  система  на  даден  компютър  или  мрежа.  Средствата  за 

72



наблюдение са автоматизиран метод за проследяване на всички събития, които се случват в 
сървъра и мрежата. Те поддържат хронологичен запис на системните дейности. Цели на одита:

• проследяване за компрометиране (външно и вътрешно);
• наблюдение на служебните дейности;
• следене на достъпа до сървъра и важни системни ресурси.

Те могат да бъдат както локални, така и отдалечени за дадената мрежа.
Пакетите  от  програми,  които  формират  част  от  стандартната  конфигурация  на  Linux,  
автоматично генерират много log файлове: 

• проверяване  на  времето  за  последен  достъп  и  мястото,  от  което  са  се  свързали 
потребителите;

• следене на текущо работещите потребители;
• следене на потребителските сесии в миналото;
• събиране на разнообразна системна информация;
• следене за промяна на правата на потребителите;
• следене на достъпа до средствата за отдалечено свързване;
• записване на действия, изпълняващи се в определено време;
• използване на log файловете на сървъра за електронна поща за проследяване на SMTP 

атаки;
• log файл на потребителските команди.

Наблюдението  на  работата  на  системата  в  Windows  NT/2000/2003  се  осъществява  от 
програмата Event Viewer. Тя може да записва данни за следните дейности:

• регистриране  на  събитията  за  всеки  потребител  при  достъп  до  ресурс  (файл,  
директория, принтер) или процес;

• регистриране на всеки вход на потребителите в системата;
• промяна на потребителски пароли;
• промяна на правата на потребителите или политиката на сигурност;
• следене  на  стартирания  на  програми,  копия  на  една  и  съща  програма,  индиректен 

достъп до обекти и прекратявания на процеси.
Освен това чрез записи в системния регистър (Registry)  може да се укаже на операционната 
система  да  следи  базови  обекти  и  привилегии,  както  и  да  спира  системата  в  случай  на 
препълване на системните log файлове.

Криптирането е метод за изменение на съобщение (документ) по такъв начин, че неговото 
съдържание  да  стане  неразпознаваемо  за  всеки,  който  не  познава  метода  на  изменение.  
Началната информация, която може да бъде прочетена и разбрана без специални усилия, се 
нарича  открит  (явен)  текст.  Декриптирането е  обратна  операция  на  криптирането  и 
представлява трансформиране на криптираните данни в открит текст (явен вид). Криптирането  
и декриптирането са обекти на науката криптография. Тя ни дава възможност да съхраняваме 
поверителна информация или да я изпращаме през несигурни мрежи (например Интернет) така, 
че тя да не може да бъде прочетена от никой, с изключение на този, за когото е предзначена.  
Докато криптографията е  наука  за  осигуряване  на информацията,  криптоанализът е  наука, 
занимаваща се с анализиране и разбиване на сигурни комуникации.
Правилото  за  криптиране  и  декриптиране  се  нарича  криптографски  алгоритъм.  Основни 
типове криптографски алгоритми:

• Симетрични. При тези алгоритми се използва един единствен ключ за криптиране и 
декриптиране.  Двете  страни,  включени  в  обмена  на  информация,  трябва  да  се 
споразумеят за ключа преди обмена. Ключът не трябва да се предава през същата среда, 
през  която  се  предава  криптираното  съобщение,  а  за  целта  трябва  да  се  използва 
сигурна  връзка.  Основното  предимство  на  симетричните  алгоритми  е  в  тяхната 
производителност.  Недостатъкът  на  тези  алгоритми  е  в  трудностите,  свързани  с 
разпространението на ключовете и с механизма на идентифициране на потребителите. 
Някои симетрични алгоритми са DES (Data Encryption Standard),  Triple DES,  Blowfish, 
IDEA AES (Advanced Encryption Standard) и др.;

• Асиметрични. При тези алгоритми се използват двойка ключове: публичен (обществен) 
ключ, който криптира информацията и  частен (секретен) ключ при декриптирането. 
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Публичният  ключ се  съхранява  на  обществено достъпно място (сървър),  а  частният 
ключ се  държи в  тайна  на  сигурно  място,  т.е.  съхранява  се  от  неговия  собственик. 
Всеки,  който  желае  да  изпрати  криптирано  съобщение на  потребителя,  може  да  го 
направи чрез неговия публичен ключ, но само притежателят на частния ключ може да 
прочете  открития  текст  на  съобщението.  Основното  предимство  на  асиметричните 
алгоритми пред симетричните е, че частните ключове никога не се предават. Това прави 
този  тип  криптография  по-сигурна  и  удобна.  Главната  полза  от  асиметричните 
алгоритми  е,  че  те  осигуряват  метод  за  цифрово  подписване.  Цифровият  подпис 
позволява на получателя да провери истинския произход на информацията и нейната 
цялостност. По този начин цифровите подписи осигуряват достоверност и цялостност 
на  информацията. Най-разпространените  асиметрични  алгоритми  са  RSA (Rivest, 
Shamir, Adleman), DSS (Digital Signature Standard), MD4 / MD5, SHA-1 и др.
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Тема 26.  Системи линейни уравнения. Уравнения на права в равнината

Системи  линейни  нехомогенни  уравнения. Методи  на  Крамер  и  Гаус.  Системи 
хомогенни уравнения. Уравнения на права в равнината 

Системи линейни нехомогенни уравнения
Дефиниция 26.1. Системата уравнения
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се нарича линейна система от m  алгебрични уравнения с n  неизвестни nxxx ,...,, 21 .
Числата njmiaij ,...,2,1;,...,2,1, ==  се наричат коефициенти на системата (26.1). 
Матрицата  ( )ijaA =  се нарича  основна матрица на системата (26.1) или само  матрица на 

системата (26.1),  а матрицата  ( ) T
mbbbB ,...,, 21= - стълб от  свободните коефициенти (десни 

части, свободни членове).
Заедно с матриците  A  и  B  ще разглеждаме и матрицата  ( )BAA |~ = ,  която ще наричаме 

разширена матрица на системата.
Дефиниция 26.2. Линейната система (26.1) се нарича:
 а) хомогенна, ако всички десни части са нули 01 =b , 02 =b , …, 0=mb ;
 б) нехомогенна, ако поне една дясна част е различна от нула.
Дефиниция 26.3. Решение на система (26.1) е всяка наредена n -торка от числа nααα ,...,, 21

 , които заместени в системата на мястото на неизвестните nxxx ,...,, 21  превръщат всяко нейно 
уравнение в тъждество.

Дефиниция 26.4. Линейната система (6.1) ще наричаме:
 а) съвместима, ако притежава поне едно решение;
 б) несъвместима, ако не притежава нито едно решение;
 в) определена, ако е съвместима и притежава точно едно решение;
 г) неопределена, ако е съвместима и притежава повече от едно решение.
Когато  системата  е  неопределена  всяко  нейно  решение  се  нарича  частно  решение на 

системата. Множеството от всички частни решения на системата се нарича  общо решение на 
системата.

Дефиниция  26.5.  Две или няколко системи линейни уравнения се наричат  еквивалентни, 
ако всяко решение на едната система е решение и на другата.

Елементарни преобразувания на системи линейни уравнения
1.  Ако сменим местата на две уравнения в системата получаваме система ,еквивалентна на  

дадената.
2. Ако умножим двете страни на едно уравнение от системата с число различно от нула,  

получаваме система, еквивалентна на дадената.
3. Ако към едно уравнение на системата прибавим друго нейно уравнение, предварително 

умножено с число, различно от нула получаваме система, еквивалентна на дадената.
Въпросите за съвместимост и несъвместимост на линейната система (26.1) с m  уравнения и 

n  неизвестни са свързани със следната теорема.
Теорема  26.1. (Теорема  на  Кронекер-Капели)  Необходимото  и  достатъчно  условие  за  

съвместимост на системата линейни уравнения (26.1) е рангът на матрицата  A  да бъде  
равен на ранга на разширената матрица A~ .

Формули на Крамер
Нека системата (26.1) е нехомогенна и mn = , т.е. броят на уравненията съвпада с броят на 

неизвестните.  Тогава  основната  матрица  A  на  системата  квадратна.  Разглеждаме 
детерминантата на матрицата A   
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Теорема 26.2. Ако 0≠∆ , то системата е съвместима и притежава единствено решение,  
което се намира по формулите

(26.2)                                                           njx j
j ,...,2,1, =

∆
∆

=   

Формули (26.2) се наричат формули на Крамер.

Метод на Гаус
 Методът  на  Гаус  се  основава  на  елементарните  преобразувания  на  системи  линейни 

уравнения и не изисква свързаното с неудобни пресмятания използване на детерминанти.
С помощта на елементарни преобразувания дадената система може да се сведе до триъгълен 

или стъпаловиден вид.
На практика елементарните преобразувания се извършват върху разширената матрица на 

системата.  След  като  матрицата  бъде  приведена  в  стъпаловидна  или  триъгълна  форма 
решенията се намират много по-лесно чрез следната теорема.

Теорема 26.3. Ако две разширени матрици са еквивалентни, то съответните им системи  
са еквивалентни.

Нека  разширената  матрица ( )BAA |~ =  на  система  (26.1)  е  приведена  до  следната 
стъпаловидна матрица
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Ще казваме,  че елемент от стъпаловидна матрица  C  базисен  за  даден ред,  ако  е първи 
ненулев  елемент в този ред.  Неизвестното на система (26.1),  което съответства на стълб от  
стъпаловидната  матрица  C ,   съдържащ  базисен  елемент  се  нарича  базисно  неизвестно. 
Неизвестното на система (26.1),  което съответства на стълб от стъпаловидната матрица  C , 
несъдържащ базисен елемент се нарича свободно неизвестно. 

За решенията на система (26.1) са възможни са следните случаи:
1. Ако стъпаловидна матрица C съдържа ред от вида

                                                                       ( )ic0000
то система (26.1) е несъвместима. В този случай рангът на матрицата A  не е равен на ранга на 
разширената матрица A~  и следователно не е изпълнено условиято на теоремата на Кронекер-
Капели.

2. Ако всички неизвестни на система (26.1) са базисни, то системата притежава единствено 
решение. В този случай nArangr == )( .

3.  Ако  система  (26.1)  съдържа  поне  едно  свободно  неизвестно,  то  системата  притежава 
безброй много решения. В този случай можем да изберем произволни стойности на свободните  
неизвестни и да представим базисните неизвестни чрез тези стойности.  Базисно решение на 
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системата  (26.1)  ще  наричаме  онова,  в  което  на  свободните  неизвестни  са  дадени  нулеви 
стойности.

Системи линейни хомогенни уравнения
Разглеждаме следната линейна система хомогенни уравнения
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Системата  (26.3)  е  винаги  съвместима,  тъй  като  едно  от  решенията  й  е  нулевото  или 
тривиалното решение, т.е.  0...21 ==== nxxx . По важно в случая е да се получат условията, 
при които системата (26.3) притежава и ненулеви решения.

Теорема 26.4.  Необходимото и достатъчно условие линейната  хомогенна система (26.3) да 
притежава ненулево решение е рангът на матрицата на тази система да е по-малък от броя на 
неизвестните.

Теорема 26.4 следва от теоремата на Кронекер-Капели.
В случая, когато броя на уравненията m  в система (26.3) е равен на броя  на неизвестните n  

е в сила следната теорема.
Теорема 26.5. Необходимото и достатъчно условие линейната  хомогенна система (26.3), в 

която броя на уравненията е равен на броя  на неизвестните, да притежава ненулево решение е  
детерминантата на системата да има стойност нула.

Теорема 26.6. Ако матриците ( )T
njjjj xxxX ,...,, 21=  ( nj ,...,2,1= ) са решения на системата 

(26.3), то всяка тяхна линейна комбинация е също решение на системата.
Дефиниция  26.6. Всяка  система  от  линейно  независими  решения  на  (26.3),  чрез  която 

линейно  се  изразява  общото  решение  на  системата  се  нарича  фундаментална  система 
решения.

Ясно е, че всяка  система от вида (26.3) с  n  неизвестни и ранг  nr <  притежава безброй 
много фундаментални системи решения, всяка от които се състои от ( )rn −  на брой решения, а 
ако  rn =  фундаменталната  система  се  състои  само  от  едно  решение,  т.е.  само  нулевото 
решение. 

Общото решение при nr <  има вида
                                                 rnrn XXXX −−+++= λλλ ...2211 ,

където  rnXXX −,...,, 21  образуват  фундаментална  система,  а  rn−λλ ,...,1  са  произволни 
константи.

Лесно може да се докаже, че ако X е общо решение на хомогенната система (26.3), то всяко 
общо решение на (26.1) е сума от общото решение X  и произволно решение на (26.1).

Уравнения на права в равнината
Общо уравнение
Нека g  е произволна права в равнината и ( )yxM , е произволна (текуща) точка, а ( )111 , yxM

е фиксирана 
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(известна) точка от g .  Нека ( )BAn ,  е ненулев вектор, 
който е перпендикулярен на g .  Векторът n  се нарича 
нормален вектор на g  (черт. 26.1). Тъй като векторите 

),( 111 yyxxMM −− и  ( )BAn ,  са  перпендикулярни,  то 
скаларното им произведение е нула. Следователно 
           ( ) ( ) 011 =−+− yyBxxA       
 или       
               0)( 11 =+−+ ByAxByAx .
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                                                                                                                                             черт.26.1
Дефиниция 26.7. Уравнение от вида
(26.4)                                     0=++ CByAx , constC = ,

се нарича общо уравнение на правата g .
Частни случаи
Разглеждаме общото уравнение на права в равнината (26.4). Ще изясним как е разположена 

правата, ако някои от коефициентите в (26.4) са нули.
1. Нека  0=C . Тогава правата  има уравнение
(26.5)                                            0=+ ByAx ,

което се удовлетворява от координатите на точката )0,0(O . 
Следователно (26.5) определя права, която минава през координатното начало.
2. Нека  един от коефициентите A  или B е нула. Ако 0=A  , то (26.4) има вида

                            0=+ CBy        или        
B
Cy −= ,

което  показва,  че  всяка  точка  от  такава  права  има  постоянна  ордината.  Такава  права  е 

успоредна на оста Ox и е на разстояние от нея равно на 
B
C− .  Аналогично, ако 0=B  , правата

                            0=+ CAx        или        
A
Cx −=

е успоредна на оста Oy .
3. Нека два от коефициентите CBA ,,  са нули. Ако 0== CA , то уравнение (26.4) има вида 
                             0=yB              или         0=y ,

което определя абсцисната ос Ox . Ако 0== CB , то правата е с уравнение
                                0=xA       или          0=x ,

което определя ординатната ос  Oy .
Уравнение на права през  точка и успоредна на вектор
Разглеждаме права g , минаваща през точката ( )000 , yxM  и успоредна на  вектора ( )21 , aaa  

(черт. 26.2).  
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                                                                                                                                             черт.26.2

Ако  OMrOMr == ,00  са радиус- векторите на точките  0M  и  M , то (26.6) може да се 
запише във вида 

(26.7)                                               arr λ+= 0 .   
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Векторът  a  ще  наричаме  направляващ  вектор  на 
правата  g . Произволна точка  ( )yxM ,  ще лежи върху 
правата  g  тогава  и  само  тогава,  когато  векторите 

),( 000 yyxxMM −−  и  a  са  колинеарни,  т.е. 
съществува число R∈λ    такова, че

(26.6)                  aMM λ=0 .  



Уравнение (26.7) наричаме векторно параметрично уравнение на правата g . 
Ако  в  (26.7)  заместим  векторите  с  техните  аналитични  изрази  получаваме  скаларните 

параметрични уравнения

(26.8)                                                           
20

10

ayy
axx

λ
λ

+=
+=

.                                                 

Като изключим параметъра λ  от уравнения (26.8), получаваме

      (26.9)                                                    
2

0

1

0

a
yy

a
xx −

=
−

   .

Уравнение  (26.9) наричаме  канонично уравнение на права през  точка  ( )000 , yxM  с даден  
направляващ вектор ( )21 , aaa .

Уравнение на права през две точки
 Разглеждаме права g , минаваща през точките ( )111 , yxM  и ( )222 , yxM  (черт. 26.3). В този 

случай за направляващ вектор можем да вземем вектора ( )121221 , yyxxMM −− .
Скаларните параметрични уравнения на правата през точките 1M  и 2M  ще имат вида
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а каноничното й уравнение е
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                         черт. 26.3                                                                          черт. 26.4

Декартово уравнение на права
Ако правата g  не е  успоредна на координатната ос Oy  ( )0≠B  , то уравнението й (26.4) 

можем да запишем във вида
        (26.10)                                          nkxyg +=: ,

където 
B
Cn

B
Ak −=−= , .

Уравнението (26.10) се нарича декартово уравнение на правата g . Числото n  е дължината 
на отсечката, която правата  g  отсича от координатната ос  Oy ,  а  k е тангенсът на ъгъла  α  
между положителната посока на оста Ox  и правата g .

Числото αtgk =  ще наричаме ъглов (декартов) коефициент на правата g  (черт. 26.4).
    Права, успоредна на оста Oy  има ъглов коефициент ∞=k .

Нормално уравнение на права
Нека ( )BAn ,  е нормален вектор на правата g с общо уравнение (26.4) . Множителят 

(26.11)                                          22

1

BA +±
=µ

наричаме нормиращ множител за правата g . 
 Умножаваме  двете страни на уравнението (26.4) с нормиращия множител и  получаваме
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(26.12)                                             0
22

=
+±

++

BA

CByAx
.        

Уравнението (26.12) се нарича нормално уравнение на правата g .

Числата  22 BA

AA
+±

=µ  и   22 BA

BB
+±

=µ   са  директорните  косинуси  на  вектора 

( )BAn , ,  а  p
BA

CC −=
+±

=
22

µ ,  където  p  е  разстоянието  от  началото  на  координатната 

система  до  правата  g  (черт.  26.1).  Тъй  като  0>p  то  0<Cµ .  Следователно  знакът  на 
нормиращия множител µ  е противоположен на знака на  C .

Разстояние от точка до права
Ако  правата  g  е  дадена  с  общото  си  уравнение  (26.1),  то  разстоянието  d  от  точка 
( )111 , yxM  до g  се определя  от формулата

(26.13)                                                  
22

11

BA

CByAx
d

+±

++
= .           

Взаимни положения на две прави
Разглеждаме правите 
                        0: 1111 =++ CyBxAg          и        0: 2222 =++ CyBxAg .
Дефиниция 26. 8. Под ъгъл между наредената двойка прави 1g  и 2g  ще разбираме ъгъла ϕ  

образуван при завъртането в положителна посока на правата 1g  до първото й сливане с правата 
2g (черт. 26.5 ).
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                                                             черт. 26.5

От дефиниция  26.8 следва,  че ъгълът  ϕ  е  равен  както на ъгъла между направляващите 
вектори  ( )111 , ABa − и  ( )222 , ABa − ,  така и на ъгъла между нормалните вектори  ( )111 , BAn  и 

( )222 , BAn  на правите 1g  и 2g . Следователно е в сила следното равенство

 (26.14)                                          2
2

2
2

2
1

2
1

2121cos
BABA

BBAA

++

+
=ϕ .

Освен това, ако правите 1g  и 2g  имат декартови уравнения
                            111 : nxkyg +=               и               222 : nxkyg += ,

то за тангенсът на дефинирания ъгъл ϕ  получаваме следния аналитичен израз 

(26.15)                                                   
21

12

1 kk
kk

tg
+

−
=ϕ .     

Взаимни положения на две прави
Възможните взаимни положения на двете прави 1g  и 2g   зависят от решенията на системата
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(26.16)                                                           .0
0

222

111

=++
=++

CyBxA
CyBxA

В зависимост от ранга на основната и разширената матрица на система (26.16) и от формула 
(26.15) получаваме следните частни взаимни положения:

1. Необходимото и достатъчно условие  правите 1g  и 2g  да са перпендикулярни е

                   02121 =+ BBAA             или           
2

1
1
k

k −= .

2. Необходимото и достатъчно условие  правите 1g  и 2g  да са успоредни е

                            
2

1

2

1

2

1

C
C

B
B

A
A

≠=            или            21 kk = .

3. Необходимото и достатъчно условие  правите 1g  и 2g  да се сливат е

                                                    
2

1

2

1

2

1

C
C

B
B

A
A

== .

Ако правите 1g  и 2g  се пресичат и не са перпендикулярни, то ъгълът между тях се определя 
чрез формули (26.14) или (26.15).
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  Тема 27.     Производна на функция на една реална променлива. Определен (Риманов)  
интеграл. Приложения

 Производна  на  функция.  Правила  за  диференциране.  Изследване  на  монотонност,  
екстремуми, 

изпъкналост, вдлъбнатост, инфлексия. Формула на Нютон-Лайбниц. Интегриране по  
части и чрез 

смяна на променливите при определен интеграл. Приложения

Производна на функция
Разглеждаме  функцията  ( ) ( ) Rbafxfy →= ,:, .   Нека  ( )bax ,0 ∈  е  фиксирана  точка.  С 

,0xxx −=∆  означаваме  нарастване  на  аргумента  в  точката  0x  такова,  че  точката 
( )baxx ,0 ∈∆+ . Нека ( ) ( )0xfxfy −=∆  е съответното нарастване на функцията в точката 0x .

Дефиниция 27.1. Частното 

(27.1)                                           
( ) ( )

x
xfxxf

x
y

∆
−∆+

=
∆
∆ 00

се нарича диференчно частно на функцията  ( )xfy =  в точката 0x .
Дефиниция  27.2.  Производна на функцията  ( )xf  в  точка  0x  се  нарича  границата  на 

диференчното частно (27.1) при 0→∆ x , ако тази граница съществува.
Производната  на функцията  ( )xf  в точка  0x  ще означаваме със символа  ( )0xf ′  или с 

( )0xy ′ . Тогава от дефиниция 27.2 следва

                           ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0

0

00

000 limlimlim
xx

xfxf
x

xfxxf
x
yxf

xxxx −
−

=
∆

−∆+
=

∆
∆=′

→→∆→∆
.

Дефиниция  27.3. Ако  диференчното  частно  (27.1)  при  0xx →  притежава  едностранни 
граници, то тези граници се наричат съответно едностранни производни.

Тези едностранни производни ще означаваме съответно със символите

                             ( ) ( ) ( )
x

xfxxf
xf

x ∆
−∆+

=′
−→∆

−
00

0
0 lim   (лява производна),

                             ( ) ( ) ( )
x

xfxxf
xf

x ∆
−∆+

=′
+→∆

+
00

0
0 lim  (дясна производна).

Теорема 27.1. Функцията ( )xf , дефинирана в някоя околност на точката 0x , притежава 
производна в тази точка тогава и само тогава, когато ( ) ( ) ( )000 xfxfxf ′=′=′ +− .

Основният  физичен  смисъл  на  производна  на  функция  в  точка  е  свързан  с  понятието 
скорост на изменение на функцията по отношение на аргумента в точката. 

Дефиниция 27.4.  Функцията ( )xf  ще наричаме:
а) диференцируема в точка 0x , ако тя притежава производна в тази точка;
б) диференцируема в интервала ( )ba, , ако тя притежава производна във всяка точка от този 

интервал;
в)  диференцируема  в  интервала [ ]ba, ,  ако  тя  е  диференцируема  в  интервала  ( )ba, , 

притежава дясна производна в точката a  и лява производна в точката b .
В случая, когато функцията ( )xf  е диференцируема в интервала ( )ba, , производната й ще 

бъде също функция на x , дефинирана за всяко ( )bax ,∈ . Тогава 

                                                   ( ) ( ) ( )
x

xfxxfxf
x ∆

−∆+=′
→∆ 0

lim ,  ( )bax ,∈ .

Действието намиране на производна на функция ще наричаме диференциране.
Производната )(" xf на функцията  )(' xf се нарича втора производна за )(xf , производната 

)('" xf  на )(" xf  се нарича трета производна за )(xf  и т.н.
Правила за диференциране
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Теорема 27.2.  (алгебрични действия)  Нека функциите  ( )xf  и  ( )xg  са диференцируеми в  
точка, обща за дефиниционните им области. Тогава:

 а) функциите ( ) ( )xgxf ±  са диференцируеми в тази точка  и  ( ) ( )[ ] ( ) ( )xgxfxgxf ′±′=′± ;

     б)  функцията ( ) constcxfc =,.  е диференцируема в тази точка  и ( )[ ] ( )xfcxcf ′=′ ;           
     в)   функцията  ( ) ( )xgxf .  е  диференцируема  в  тази  точка   и 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )xgxfxgxfxgxf ′+′=′.  ;

г)  ако  ( ) 0≠xg ,  то  и  
( )
( )xg
xf

 е  диференцируема  в  тази  точка   и 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )[ ] 2xg

xgxfxgxf
xg
xf ′−′

=
′








 .

Теорема  27.3.  (сложна функция)  Нека за функциите  ZXu →:  и YZf →:  са изпълнени 
следните условия:

1. Функцията ( )xu  е диференцируема в точката  Xx ∈0 ;
2. Функцията  ( )zf  е диференцируема в точката Zxuz ∈= )( 00 .
Тогава сложната функция ( )( )xufy =  е диференцируема в точката  Xx ∈0  и
                                                     ( ) ( )( ) ( )000 . xuxufxy ′′=′ .
С  помощта  на  дефиниция  27.2  и  правилата  за  диференцираме  може  да  се  намери 

производната  на  всяка  функция  на  една  реална  променлива.  Производните  на  основните  
елементарни функции са дадени в четеризначните математически таблици.

Изследване на монотонност, екстремуми, изпъкналост, вдлъбнатост, инфлекси
Дефиниция 27.5. Функцията  YXf →:  се нарича:
а) ненамаляваща (нерастяща) в X ,  ако за всеки две стойности XxXx ∈∈ 21 , , за които е в 

сила неравенството 21 xx <  е изпълнено 
(27.2)                              )()( 21 xfxf ≤ ,  ))()(( 21 xfxf ≥ .
б) монотонна, ако е ненамаляваща или е нерастяща.

     Очевидно, използването на дефиниция 27.3 за установяване на монотонността на функция е  
невъзможно. В следващата теорема ще приведем критерий за изследване на монотонност на 
функция.

Теорема 27.4. Нека са изпълнени следните условия:
1. Функцията ( )xf  е непрекъсната в интервала [ ]ba, ;
2. Функцията ( )xf  е диференцируема в интервала ( )ba, .

     Тогава  необходимото и  достатъчно  условие  ( )xf  да  е  ненамаляваща (нерастяща)  в  
интервала [ ]ba,  е ( ) 0≥′ xf  ( )( )0≤′ xf  за ( )bax ,∈ .

Дефиниция 27.6. Ще казваме, че функцията ( ) Xxxf ∈,  притежава:
 а)  локален  максимум (минимум)  в  точка Xx ∈0 ,  ако  съществува   0>δ  такова,  че 

( ) Xxx ⊂+− δδ 00 ,  и за всяко ( )δδ +−∈ 00 , xxx  е изпълнено неравенството 
                                           ( ) ( )0xfxf ≤           ( ( ) ( )0xfxf ≥ ).
     б) локален екстремум в тази точка, ако функцията притежава локален максимум или локален 
минимум.

                        

y y

x x0 0δ−0x 0x δ+0x δ−0x 0x δ+0x

                                  черт. 27.1                                                черт. 27.2
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Теорема 27.5. (Ферма) Нека за функцията ( )xfy =  са изпълнени следните условия:
1. дефинирана е  в интервала ( )ba, ;
2. диференцируема е в точка ( )baxx ,, 00 ∈  и при  0xx =  има локален екстремум.
Тогава  ( ) 00 =′ xf .
Теорема 27.6 показва, че условието  ( ) 00 =′ xf  е  необходимо условие за съществуване на 

локален  екстемум  при  0xx =  на  диференцируемата   в  точката  0x  функция  ( )xfy =  .  Ще 
отбележим, че условието ( ) 00 =′ xf  не е достатъчно за наличието на екстремум в точка 0x . 
Например, производната на функцията  3xy =  се анулира при  0=x  ,  но тази функция няма 
локален екстремум  в точката 0=x .

Дефиниция 27.7. Ще казваме, че точката 0xx =  е критична точка за функцията ( )xfy = , 
ако:

1. 0xx =  е вътрешна точка за дефиниционната област на функцията ( )xfy =
2. ( ) 00 =′ xf  или  ( )0xf ′  не съществува.

      Ще приведем критерии за съществуване на локален екстемум.
      Теорема 27.6.  (Критерий 1) Нека за функцията  ( ) Rbaf →,:  са изпълнени следните  
условия:

1. функцията е два пъти диференцируема в интервала ( )ba, ;
2.  за ( )bax ,0 ∈ , ( ) ( ) 0,0 00 ≠′′=′ xfxf .
3. функцията ( )xf ′′  е непрекъсната в точката 0x .
Тогава функцията  ( )xf  притежава  локален  екстремум в  точката  0x .  При  това,  ако 

( ) 00 <′′ xf  , този екстремум е максимум, а ако ( ) 00 >′′ xf , този екстремум е минимум.
Теорема  27.7. (Критерий  2) Нека  за  функцията  ( ) Rbaf →,:  са  изпълнени  следните 

условия:
1. функцията  ( )xf  е  диференцируема  в  околността  ( )δδ +− 00 , xx  с  евентуално  

изключение на точката 0x ;
2.  функцията ( )xf  е непрекъсната в точката 0x .

     Тогава:
а) Ако  ( ) 0<′ xf  при  ( )00 , xxx δ−∈  и  ( ) 0>′ xf  при  ( )δ+∈ 00 , xxx ,то  ( )xf  притежава 

локален минимум в точката 0x ;
б) Ако  ( ) 0>′ xf  при  ( )00 , xxx δ−∈  и  ( ) 0<′ xf  при  ( )δ+∈ 00 , xxx ,то  ( )xf  притежава 

локален максимум в точката 0x ;
Дефиниция  27.8.  Функцията  ( ) Xxxf ∈,  се  нарича  изпъкнала (вдлъбната)  в  интервал 
X⊂∆ , ако производната й ( )xf ′  е растяща (намаляваща) функция в този интервал.

Геометричната интерпретация на изпъкнала (вдлъбната)  функция  е  дадена на черт.  27.3  
(черт. 27.4)

                                       

y y

0 0x x1x
21 xx βα +
2x

1x
21 xx βα +

2x

 
        
                                       черт.27.3                                                 черт.27.4
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   Теорема 27.8. Ако функцията ( )xf  е дефинирана и два пъти диференцируема в интервала 
[ ]ba,  и при всяко  [ ]bax ,∈  е изпълнено неравенството  ( ) 0≥′′ xf  ( ( ) 0≤′′ xf ),  то функцията 

( )xf  е изпъкнала (вдлъбната) в интервала [ ]ba, .
    Дефиниция  27.9.  Точката  ( )( )00 , xfx  от  графиката  на  диференцируемата  функцията 

( ) Xxxf ∈,  се  нарича инфлексна точка,  ако съществува  околност  ( )δδ +− 00 , xx ,  която се 
съдържа изцяло в  X  и такава, че в интервала  ( )00 , xx δ−  функцията  ( )xf  е изпъкнала, а в 
интервала  ( )δ+00 , xx  е  вдлъбната  или обратно,  в  интервала  ( )00 , xx δ−  функцията  ( )xf  е 
вдлъбната, а в интервала ( )δ+00 , xx  - е изпъкнала. 

 Теорема 27.9.  Нека втората производна  ( )xf "  на функцията  ( )xfy =  е дефинирана в  
околност на точката 0x  и  ( ) 0" 0 =xf  или ( )0" xf  не съществува.

     Тогава, ако ( )xf "  има различни знаци в съседни на точката 0x  интервали, то ( )( )00 , xfx  
е инфлексна точка за графиката на тази функция.

Формула на Нютон-Лайбниц
Нека функцията ( )xf  е дефинирана в интервала ( )ba, , т.е. ( ) Rbaf →,: .
Дефиниция 27.10. Диференцируемата функция  ( )xF  се нарича  примитивна на функцията 

( )xf  в интервала ( )ba, , ако ( ) ( )xfxF =′  за всяко ( )bax ,∈ . 
Теорема 27.10.  Ако ( )xF  е примитивна на функцията  ( )xf  в интервала  ( )ba, и  constC =  

то множеството от множеството от всички примитивни на функцията ( )xf  в интервала 
( )ba, има вида

                                                                   ( ){ }CxF + .
Нека функцията ( )xf  е дефинирана в интервала [ ] baba <,, , т.е. [ ] Rbaf →,: . Разделяме 

интервала  [ ]ba, на  n  подинтервали  от  вида  [ ]10 , xx ,  [ ] [ ]nn xxxx ,,...,, 121 −  с  помощта  на 
точките 

                                                           bxxxxa n =<<<<= ...210 .
Нека iξ  е произволна точка от подинтервала  [ ]ii xx ,1− , а 1−−=∆ iii xxx  е дължината на този 

подинтервал.
Дефиниция 27.11. Числото 

                                  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) nni

n

i
iii xfxfxfxfx ∆++∆+∆=∆= ∑

=

......., 2211
1

ξξξξξσ

се нарича Риманова интегрална сума на функцията ( )xf  в интервала [ ]ba, , съответстваща на 
даденото разделяне на интервала [ ]ba,  на подинтервали и на избора на точките iξ .

Дефиниция  27.12.  (Риман)  Функцията  ( )xf ,   дефинирана  в  интервала  [ ]ba, ,  се  нарича 
интегрируема в Риманов смисъл в този интервал, ако съществува границата J  на Римановите 
интегрални суми при 0max →∆ ix .

     Границата ( ) Jx ii
ix

=
→∆

ξσ ,lim
0max  се нарича Риманов (определен) интеграл от функцията ( )xf  

в интервала [ ]ba, и се означава по следния начин:

                                                                       ( ) dxxfJ
b

a
∫= .

      Числата a и b се наричат граници на интеграла, като a се нарича долна граница, а b - горна 
граница.
      Теорема 27.11. Ако функцията ( )xf  е непрекъсната в интервала [ ]ba,  и ( )xF  е една нейна 
примитивна в този интервал, то е в сила формулата

                                                             ( ) ( ) ( )aFbFdxxf
b

a

−=∫ .

Последното равенство се нарича  формула на Нютон-Лайбниц  за пресмятане на определен 
интеграл.
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 Интегриране по части и чрез смяна на променливите при определен интеграл
Теорема 27.12.(интегриране по части) Ако функциите ( )xuu =  и ( )xvv =  са непрекъснати 

заедно с първите си производни в интервала [ ]ba, , то е в сила следното равенство

                                            ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ′−=′
b

a

b

a

dxxuxv
a
b

xvxudxxvxu .. .                 

Последното равенството  се  нарича  формула за интегриране по части  при определените 
интеграли.

Теорема  27.13. (смяна  на  променливите)Нека  функцията  ( )xfy =  е  непрекъсната  в  
интервала  [ ]ba,  и нека за функцията  ( )tx ϕ=  , дефинирана в интервала  [ ]βα ,  са изпълнени 
следните условия:

1. ( )tx ϕ=  е непрекъсната функция, стойностите на която 
принадлежат на интервала [ ]ba, , когато [ ]βα ,∈t ;

2. ( ) ( ) ba == βϕαϕ , ;
3. функцията ( )tx ϕ=  притежава непрекъсната производна в интервала [ ]βα , .

   Тогава

                                                                 ( ) ( )( ) ( ) dtttfdxxf
b

a

ϕϕ
β

α

′= ∫∫ .

 Приложения
Лице на равнинна фигура 

  Лицето  на  фигура,  ограничена  от  правите  bxax == ,  )( ba <  и  графиките  на  две 
непрекъснати в интервала [ ]ba,  функции ( )xf  и ( )xg  при условие, че )()(0 xgxf ≤≤ , [ ]bax ,∈  
(черт. 27.6) се пресмята по формулата 

                                              ( ) ( ) ( ) ( )[ ] dxxfxgdxxfdxxgS
b

a

b

a

b

a
∫∫∫ −=−= .

0 0

y y

x x
a c b

a b

)(xgy =

)(xfy =

y

0

)(xf

a b x

)(xfy =

                        черт. 27.5                               черт. 27.6.                                    черт. 27.7

  Ако  bca <<  и  ( ) 0≤xf  при  [ ]cax ,∈ ,  а  ( ) 0≥xf  при  [ ]bcx ,∈ ,  то лицето на фигурата, 
заградена от графиката на функцията ( )xf , правите bxax == ,  и абсцисната ос (черт. 27.5) се 
пресмята по формулата

                                                     ( ) ( ) dxxfdxxfS
b

c

c

a
∫∫ += .

Дължина на крива 

86



Нека е зададена кривата ∩
AB , която е графика на функцията ( )xfy = , като ( )xf  е дефинирана 

и непрекъснато диференцируема в интервала  [ ]ba, . Тогава дължината ∩
AB

l  на кривата ∩
AB  се 

задава с формулата

                                                          ( )[ ] dxxfl
b

aAB
∫ ′+=∩

21 .

   Нека  кривата ∩
AB  е зададена с параметричните си уравнения

                                                          
( )
( ) [ ] ,,,

:
βα∈=

=∩

ttyy
txx

AB

където  функциите  ( )txx =  и  ( )tyy =  са  непрекъснато  диференцируеми  в  интервала  [ ]βα , . 

Тогава дължината ∩
AB

l на кривата ∩
AB  се задава с формулата

                                                  ( )[ ] ( )[ ] dttytxl
AB

∫ ′+′=∩

β

α

22 .

Обем на ротационно тяло
Разглеждаме тяло получено при въртенето около оста Ox  на криволинеен трапец, ограден 

от  графиката  на  непрекъснатата  неотрицателна  функция  ( )xfy = ,  дефинирана  в  интервала 
[ ]ba,  и правите с уравнения bxax == ,  и 0=y . (черт. 27.7) Обемът на това тяло може да се 
пресметне чрез следната формула 

                                                                    ( ) dxxfV
b

a
T ∫= 2π .
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Тема 28. Функции на много променливи

     Функции на две и повече променливи. Граница и непрекъснатост.  Частни  
производни.  

    Производна на сложна функция. Градиент.  Производна по направление. 
    
Нека  nR  е  n –мерното  Евклидово  пространство  с  елементи  x ),...,,( 21 nxxx= ,  норма  | x

22
2

2
1 ...| nxxx +++=   и ),( ∞− ∞=R е множеството на всички реални числа. Нека 

                                                  d ( x, a) 22
11 )(...)( nn axax −++−=

е разстоянието между елементите x, a nR∈ .
Функции на две и повече променливи
Дефиниция  28.1.  Нека  nRX ⊆ ,  RY ⊆ .  Ако  на  всяка  точка  x X∈ ,  x ),...,,( 21 nxxx= , 

функцията f  съпоставя точно едно реално число Yy ∈ , то функцията
                                                       (fy = x ),...,,() 21 nxxxf=

се нарича функция на n  реални променливи.
Множеството X  наричаме дефиниционна област на функцията f . Множеството  от всички 

точки ({ f x ),  x }X∈  се нарича област от стойности на f . 
Реалните числа nxxx ,...,, 21  се наричат реални променливи, а числото y  се нарича стойност 

на функци-ята f  в точката  x.
Граница и непрекъснатост
Функция на две променливи
Нека  ),( yxfz =  е  функция  на  две  променливи,  дефинирана  в  област  X ,  съдържаща 

околност на точката ),( ba .
Дефиниция 28.2.  Реалното число A  се нарича граница на функцията ),( yxf  когато ),( yx  

клони към точката ),( ba , ако за всяко 0>ε  съществува 0>δ , такова че за всички Xyx ∈),( , 
за които 
                                                              δ<−+−< 22 )()(0 byax , 

е изпълнено неравенството  ( ) ε<− Ayxf , .
Факта, че A  е граница на функцията ( )yxf ,  в точката ),( ba  ще записваме по следния начин

                                                          ( ) Ayxf
bayx

=
→

,lim
),(),( .           

Дефиниция  28.2  означава,  че ( ) Ayxf
bayx

=
→

,lim
),(),( ,  ако  стойностите  на  функцията 

),( yxfz =  са  достатъчно близко до  A  когато  разстоянието между точките  ),( yx и  ),( ba  е 
достатъчно малко, но не 0 . Формата на дефиниция 28.2 е подобна на формата на дефиницията 
за граница  ( )xf

ax→
lim  на функция на една реална променлива )(xf  в точка  a . В едномерният 

случай съществуват само две възможни посоки по които x  може да клони към a : отляво (със 
стойности по-малки от a ) и отдясно (със стойности по-големи от a ) . Границата ( )xf

ax→
lim  не 

съществува,  когато  ( )xf
ax −→

lim  ( )xf
ax +→

≠ lim . Но в двумерният случай точката  ),( yx  може да 

клони към точката  ),( ba  по много направления, когато  ),( yx  е в дефиниционната област на 
функцията  ),( yxfz = .  Дефиниция  28.2  изисква  разстоянието  между  ),( yxf  и  A  да  е 
достатъчно малко, когато  ),( yx  клони към  ),( ba ,  но  не определя направлението на това 

клонене.  Следователно границата  ( )yxf
bayx

,lim
),(),( →  съществува  тогава и само тогава,  когато 

границите  при  ),( yx  клонящо  към  ),( ba  по  всевъзможните  направления  в  областта  X  
съществуват и са равни. 
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Дефиниция 28.3.  Функцията ),( yxfz =  е непрекъсната в точката ),( ba , ако

                                                             ( ) ),(,lim
),(),(

bafyxf
bayx

=
→ .

Функция на три и повече променливи
Като  използваме  дефиницията  за  разстояние  в  тримерното  пространство  можем  да 

дефинираме понятията граница и непрекъснатост и за функция на три променливи ),,( zyxf , 
дефинирана в 3RX ⊆ .

Дефиниция  28.4.   Реалното  число  A  се  нарича  граница на  функцията  ),,( zyxf  когато 
),,( zyx  клони към точката  Xcba ∈),,( ,  ако  за  всяко  0>ε  съществува  0>δ ,  такова че  за 

всички Xzyx ∈),,( , за които

                                                      δ<−+−+−< 222 )()()(0 czbyax , 

е изпълнено неравенството  ( ) ε<− Azyxf ,, .
Факта, че A  е граница на функцията ( )zyxf ,,  в точката ),,( cba  ще записваме по следния 

начин

                                               ( ) Azyxf
cbazyx

=
→

,,lim
),,(),,( .           

Дефиниция 28.5.  Функцията ( )zyxf ,,  е непрекъсната в точката ),,( cba , ако

                                               ( ) ),,(,,lim
),,(),,(

cbafzyxf
cbazyx

=
→ .

Ако използваме дефиницията за разстояние в n – мерния случай ще получим следната обща 
дефиниция:

Дефиниция 28.6.   Реалното число A  се нарича граница на функцията  (fy = x ) ( x X∈ ,  x
),...,,( 21 nxxx= , nRX ⊆ ) когато  x клони към точката  a X∈ ,  ако за всяко  0>ε  съществува 

0>δ , такова че за всички x X∈ , за които d<0 ( x, a) δ< , е изпълнено неравенството  (| f x )
ε<− |A .

    Частни производни
    Функция на две променливи
     Нека ),( yxfz =  е функция на две променливи, дефинирана в област 2RX ⊆ .
     Дефиниция  28.7.   Частните производни xf  и  yf на функцията  ),( yxfz =  в  точката 

Xyx ∈),(  са функции, дефинирни с равенствата

          
x

yxfyxxfyxf
x

x ∆
−∆+

=
→∆

),(),(lim),(
0

    и    y
yxfyyxfyxf

y
y ∆

−∆+=
→∆

),(),(lim),(
0

където x∆ е нарастването по x , а y∆ е нарастването по y .
От дефиниция 28.7 следва, че техниката на пресмятане на частни производни на функция на 

две  променливи  не  изисква  въвеждането  на  нови  правила.  Използват  се  правилата  за 
диференциране на функция на една променлива, като:

• за да се пресметне xf  разглеждаме y  като константа и диференцираме ),( yxfz =  
по x ;

• за да се пресметне yf  разглеждаме x  като константа и диференцираме ),( yxfz =  
по y .

Съществуват  различни  означения  за  частните  производни.  Например  вместо  xf  се 

използват и следните означения  ),( yxfD
x
z

x
fzf xxx =

∂
∂=

∂
∂== .  Аналогично,   вместо  yf  се 

използват и означенията  yy zf =                    ),( yxfD
y
z

y
f

y=
∂
∂=

∂
∂= .

   Функция на три и повече променливи
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   Нека  ),,( zyxfu =  е функция на две променливи, дефинирана в област  3RX ⊆ . Частните 

производни  xf ,  yf  и  zf  на  функцията  ),,( zyxfu =  в  точката  Xzyx ∈),,(  са  функции, 
дефинирни с равенствата

                                   
x

zyxfzyxxfzyxf
x

x ∆
−∆+

=
→∆

),,(),,(lim),,(
0

                                   y
zyxfzyyxfzyxf

y
y ∆

−∆+
=

→∆

),,(),,(lim),,(
0

                                    
z

zyxfzzyxfzyxf
z

z ∆
−∆+

=
→∆

),,(),,(lim),,(
0

В  общия  случай,  ако  ),...,,( 21 nxxxf  е  функция  на  n  променливи,  то  нейната  частна 
производна по k –тата променлива kx  е

                         
k

nnkk
x

nx x
xxxxxxxxf

xxxf
k

k ∆
−∆+

=
→∆

),...,,(),...,,...,,(
lim),...,,( 2121

0
21 .

 Използват се и означенията : fD
x
ff

kk x
k

x =
∂
∂= .

     Частни производни от по-висок ред
     Ако ),( yxfz =  е функция на две променливи, то нейните частни производни xf  и yf  са 
също функции на две променливи. Можем да дефинираме техните частни производни по x  и 
по  y ,  които  се  наричат  втори  частни  производни (частни  производни  от втори  ред)  на 
функцията ),( yxfz = . Функцията ),( yxf x  има две частни производни – едната по отношение 
на x , която е ( ) xxf  и втората по y , която е ( ) yxf . Функцията ),( yxf y  също има две частни 

производни  –  едната  по  отношение  на  x ,  която  е  ( ) xyf  и  втората  по  y ,  която  е  ( ) yyf . 
Използвт и следните означения:

                                 ( )
2

2

x
f

x
f

x
ff xxxx

∂

∂=






∂
∂

∂
∂== ;         ( )

xy
f

x
f

y
ff xyyx ∂∂

∂=






∂
∂

∂
∂==

2
;

                               ( )
yx
f

y
f

x
ff yxxy ∂∂

∂=





∂
∂

∂
∂==

2
;          ( )

2

2

y
f

y
f

y
ff yyyy

∂

∂=





∂
∂

∂
∂== .

    Ако диференцираме вторите частни производни, то получаваме производни от трети ред за 
функцията ),( yxf . Например,

                         ( )
3

3

2

2

x
f

x
f

x
ff xxxxxx

∂

∂=










∂

∂
∂
∂== ,   ( )

2

3

2

2

xy
f

x
f

y
ff yxxxxy

∂∂

∂=










∂

∂
∂
∂==

и т.н. По аналогичен начин се дефинират и производни от по-висок ред на функция на две 
променливи.
     Ако ),,( zyxf  е функция на три променливи, то вторите частни производни са:  xxf ,  xyf , 

xzf , yxf , yyf , yzf , zxf , zyf , zzf .  
   Следващата теорема твърди, че смесените производни от втори ред за голям клас от функции  

на две променливи, които се използват в инженерните науки, са равни.
   Теорема  28.1.  Ако  функцията  ),( yxfz =  и  нейните  частни  производни  xf  и  yf  са  
непрекъснати в областта 2RX ⊆ , то ),(),( xyfyxf yxxy = за всяка точка Xyx ∈),( .
   Аналогично свойство притежават и смесените частни производни от по-висок ред на функция 
на две променливи, както и частните производни  от втори и по-висок ред на непрекъснатите  
функции на три и по-вече променливи.

Производна на сложна функция
За  функция  на  две  и  по-вече  променливи  съществуват  редица  версии  на  правилото  за 

диференциране на сложна (съставна) функция.
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Ще  разгледаме  функция  на  две  променливи  ),( yxfz = ,  за  която  всяка  променлива  е 
функция на една реална променлива, т.е. )(txx =  и )(tyy = ,  Rt ∈ . Тогава получаваме сложна 
функция от вида ))(),(()( tytxftzz ==  и е валидна следната

Теорема 28.2. Ако функцията ),( yxfz =  е диференцируема в ),( yx  и функциите )(txx =  

и )(tyy = са диференцируеми в t , то  dt
dy

y
z

dt
dx

x
z

dt
dz ..

∂
∂+

∂
∂= .

      За диференцируема функция на две променливи ),( yxfz = , когато двете променливи са 
диферен-цируеми  функции  ),( srxx =  и  ),( sryy =  на  две  променливи  Rr ∈  и  Rs ∈  
получаваме сложната функция
                                                         )),(),,((),( srysrxfsrzz == ,
за която са валидни следните правила:

                                       ,..
r
y

y
z

r
x

x
z

r
z

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

                  s
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∂
∂

∂
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∂
∂

∂
∂=

∂
∂ ..  

      Ако ),...,,( 21 nxxxfz =  е диференцируема функция на n  промен-ливи nxxx ,...,, 21 , за която 
всяка променлива е диференцируема функция на  m  променливи  mrrr ,...,, 21  , то  z  е сложна 
функция m  променливи  mrrr ,...,, 21  и

                                                          
k

n

nkkk r
x

x
z

r
x

x
z

r
x

x
z

r
z

∂
∂

∂
∂++

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

∂
∂ ...... 2

2

1

1
за всяко mk ,...,2,1= .
     Градиент
     Нека ),,( zyxfu = е функция на три променливи, която е диференцируема в точката ),,( zyx .
     Дефиниция 28.8.    Градиент на  ),,( zyxfu =  в точката  ),,( zyx  е векторът, дефиниран с 
равенството
                                         kzyxfjzyxfizyxfzyxf zyx


),,(),,(),,(),,( ++=∇ .

      Очевидно  градиента на функция на три променливи е векторна функция, дефинирана в 
точките, в които функцията е диференцируема.
     Производна по направление
     Нека  ),,( zyxfu = е функция на три променливи, дефинирана в област  3RX ⊆ , която е 
диференцируема  в  точката  Xcba ∈),,( .  Нека  ),,( 321 uuuu =


 е  вектор,  който  дефинира 

направление  в  X  и  2
3

2
2

2
1|| uuuu ++=  е  дължината  на  u .  Тогава  единичният  вектор  по 

направление  на  вектора  е  kji
u
uu





 γβα coscoscos

||0 ++== ,  където  γβα cos,cos,cos са 

директорните косинуси на вектора u .

     Дефиниция 28.9. Производна на функцията ),,( zyxf  в точката ),,( cba  по направление на 
вектора ),,( 321 uuuu =


 е числото

                                    γβα cos),,(cos),,(cos),,(),,( cbafcbafcbafcba
u

f
zyx ++=

∂

∂
→ .

     От  дефиницията  на  градиент на  функцията  ),,( zyxf ,  за   производната  на  функцията 
),,( zyxf  в  точката  ),,( cba  по  направление  на  вектора  ),,( 321 uuuu =

 получаваме 
представянето

                                                                   0).,,(),,( ucbafcba
u

f 
∇=

∂

∂
→ ,

т.е  производната на функцията  ),,( zyxf  в  точката  ),,( cba  по направление на вектора  u  е 
равна на скаларното произведение на векторите ),,( cbaf∇


 и  0u . От дефиницията на скаларно 

произведение и факта, че 1|| 0 =u


, получаваме
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                                              ϕϕ cos|),,(|cos||.|),,(|),,( 0 cbafucbafcba
u

f
∇=∇=

∂

∂
→



,

където ϕ  е ъгълът между векторите ),,( cbaf∇


 и 0u .   Тъй като 1cos1 ≤≤− ϕ  за всяко ϕ , то от 
последното равенство следва, че

      (i)   |),,(|),,(|),,(| cbafcba
u

fcbaf ∇≤
∂

∂
≤∇−

→


;

      (ii)  ),,( cba
u

f
→

∂

∂
 има максимална стойност при 1cos =ϕ , т.е. при 0=ϕ  или когато вектора 

u  има посоката на вектора ),,( cbaf∇


.
      Заключение (ii) показва, че  градиентният вектор  ),,( cbaf∇


 задава посоката на най-

бързото нарастване на функция f  в дадена точка ),,( cba  от нейната дефиниционна област.  
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Тема 29. Обикновени диференциални уравнения

     Обикновени диференциални уравнения. Задача на Коши за обикновени диференциални  
уравнения от 
     първи  ред.  Теореми  за  съществуване  и  единственост.  Уравнения  с  отделящи  се  
променливи. 
     Хомогенни уравнения. Линейни уравнения от първи ред. Уравнения на Бернули. Точни 
    диференциални уравнения

        
Обикновени диференциални уравнения 
Математическите модели на много практически задачи са уравнения,  в които неизвестните  

величини са функции на една или няколко променливи. В тези уравнения участват не само  
функциите, но  и техните производни или диференциали.

Когато аргументът е един, диференциалното уравнение се нарича  обикновено,  тъй като в 
него участват само обикновени производни.

Ако  неизвестната  функция  зависи  от  два  или  повече  аргумента,  уравнението  се  нарича 
частно диференциално уравнение.

Дефиниция 29.1. Обикновено диференциално уравнение от n - ти ред наричаме уравнението 
от вида

(29.1)                                                  0),...,',,( )( =nyyyxF ,
където )(xy  e неизвестната функция на независимата променлива x , а F  е зададена функция 
на 2+n  променливи, дефинирана в областта 2+⊆Ω nR .
    Ред на  диференциалното уравнение се нарича максималният ред на участващите в него  
производни  или  диференциали  на  търсената  функция.  Например  уравнението  от  вида 

0)',,( =yyxF  наричаме уравнение от първи ред.
Дефиниция 29.2. Функцията )(xy ϕ= , дефинирана в интервала ),( ba  се нарича решение на 

уравнението (29.1), ако са изпълнени следните условия:
1. В интервала  ),( ba  са определени всички производни )(....,),("),(' )( xxx nϕϕϕ .

2. Точката с координати ))(....,),("),('),(,( )( xxxxx nϕϕϕϕ принадлежи на областта 2+⊆Ω nR  
за всяко ),( bax ∈ .

3. В интервала ),( ba  е изпълнено тъждеството 0))(....,),('),(,( )( ≡xxxxF nϕϕϕ .
В общия случай решението на диференциалното уравнение може да зависи от n  произволни 

константи nccc ,,, 21    и да се запише във вида
(29.2)                                              ),,,( 21 ncccy ϕ= .
Решението (29.2) се нарича общ интеграл или общо решение на диференциалното уравнение 

(29.1).
Частно решение или частен интеграл на уравнението (29.1) се нарича всяко решение, което 

се получава от общото решение (29.2) при конкретни стойности на константите nccc ,,, 21  .
     Процесът на намиране на решенията се нарича интегриране на диференциалното уравнение 
и  задачата  за  интегриране  на  диференциалното уравнение  се  състои в  намиране  на  всички 
негови решения. 
     Когато  съществува  решение  във  вид  на  явна  аналитична  зависимост  ще  казваме,  че 
диференциалното уравнение се интегрира в квадратури. 
Задача на Коши за обикновени диференциални уравнения от първи ред
     Oт  дефиниция 29.1 следва, че обикновените  диференциални уравнения от първи ред са 
уравнения от вида
                                                                             0)',,( =yyxF .
    Когато последното  уравнение може да бъде разрешено относно производната то се записва 
като
   (29.3)                                                                  ),(' yxfy = .
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   Нека  2R⊆Ω , функцията  ),( yxf  е дефинирана в  Ω  и точката  Ω∈),( 00 yx  е произволна. 
Търсим решение )(xy ϕ=  на уравнението (29.4) дефинирано в околност на точката 0x , което 
удовлетворява допълнителното условие
   (29.4)                                                               )( 00 xy ϕ= .            

Дефиниция 29.3. Задачата от вида  (29.3),  (29.4)  се нарича  задача на Коши или начална 
задача за обикновеното диференциално уравнение (29.3). Условието (29.4) се нарича начално 
условие на задачата (29.3), (29.4).

Често се разглеждат и еквивалентните на (29.3) уравнения 

                                    ),( yxf
dx
dy

=          или              0),( =− dxyxfdy

и уравненията от по-общ вид
                                               0),(),( =− dyyxQdxyxP .
В процеса на интегрирането на уравненията от първи ред, решението може да се получи:
а)  в явен вид )(xy ϕ=  или )(yx ψ= ,
б) в параметричен вид )(),( tytx ηξ == ,
в) в неявен вид 0),( =Φ yx .
Графиката  на  кое  да  е  решение  определено  от  последните  зависимости ще  наричаме 

интегрална крива на диференциалното уравнение.
Теореми  за съществуване и единственост
Теорема 29.1. Нека функцията ),( yxf  е дефинирана и непрекъсната в правоъгълника 
                                     { }0,0,, 00 >>≤−≤−=Ω babyyaxx . 
Тогава  задачата   на  Коши (29.3),  (29.4)  притежава  поне  едно  решение  дефинирано  в  

интервала [ ]hxhxx +−∈ 00 ,  ,  където 






=

M
bah ,min ,  ),(max

),(
yxfM

yx Ω∈
= .

Теорема 29.2. Нека са изпълнени следните условия:
1. Функцията ),( yxf  е дефинирана и непрекъсната в правоъгълника 
                                               { }0,0,, 00 >>≤−≤−=Ω babyyaxx . 
2.  Функцията  ),( yxf  удовлетворява условието на Липшиц по втората си променлива в  

правоъгълника  Ω ,  т.е.  съществува  константа  L такава,  че  за  всеки  две  точки 
Ω∈),(),,( 21 yxyx  е изпълнено неравенството |||),(),(| 2121 yyLyxfyxf −≤− .

Тогава  задачата  на Коши (29.3), (29.4) притежава единснвено решение дефинирано поне в  

интервала [ ]hxhxx +−∈ 00 ,  ,  където 






=

M
bah ,min ,  ),(max

),(
yxfM

yx Ω∈
= .

Уравнения с отделящи се променливи
Диференциалните уравнения от вида
(29.5)                                                   )()(' ygxfy = ,

или от вида
(29.6)                            0)()()()( 2121 =+ dyyQxQdxyPxP ,

където  )(),(),( 11 xQxPxf   са  дадени непрекъснати функции  на x,  а   )(),(),( 22 yQyPyg   са 
дадени непре-къснати функции на  y, се наричат уравнения с отделящи се променливи.
     За решаването на такива уравнения е необходимо двете страни да се умножат или разделят 
на такива изрази,  че в едната част на уравнението да останат функции само на x , а в другата 
само на y и след това да се интегрират . 

     При  ( ) 0≠yg  от   (29.5)  получаваме  dxxf
yg

dy )(
)(

= ,  а  от  (29.6)  при  0)()( 21 ≠yPxQ , 

получаваме

                                                              0
)(
)(

)(
)(

2

2

1

1 =+ dy
yP
yQ

dx
xQ
xP

.

Тогава общите интеграли на (29.5)  и  (29.6) могат да се запишат във вида
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(29.7)                   Cdxxf
yg

dy
+= ∫∫ )(

)(     или         Cdy
yP
yQ

dx
xQ
xP

=+ ∫∫ )(
)(

)(
)(

2

2

1

1

или във вида

                                   ∫∫ =
x

x

y

y
dxxf

yg
dy

00

)(
)(     или      0

)(
)(

)(
)(

00 2

2

1

1 =+ ∫∫
y

y

x

x
dy

yP
yQ

dx
xQ
xP

.

Във втория случай получаваме такова решение )(xy ϕ= , което минава през точката ),( 00 yx
.

При получаване на общите интеграли (29.7) е възможна загуба на решения заради условията 
( ) 0≠yg  и  0)()( 21 ≠yPxQ .  Ако  уравненията  ( ) 0=yg  или  0)(,0)( 21 == yPxQ  дефинират 

други решения на диференциалните уравнения  (29.5)  и  (29.6),  то те или са частни решения, 
които се получават от общите интеграли (29.7), или са особени решения .

Хомогенни уравнения.
Функцията ( )yxf ,  се нарича хомогеннa, ако е изпълнено условието
                                                                    ( ) ),(, yxfttytxf k= , 

а числото к се нарича ред или степен на хомогенност.
Уравненията от вида
(29.8)                                                    0),(),( =+ dyyxQdxyxP ,

където  ),( yxP  и  ),( yxQ са хомогенни функции от една и съща степен, се нарича  хомогенно 
диференциално уравнение.

Уравненията от вида (29.8) се решават като предварително се извърши смяна  txy =  или 
tyx = ,  където  ( )xtt =  или  ( )ytt =  съответно.  Полученото  уравнение  е  с  отделящи  се 

променливи и за решаването му се използват  методите от предходната точка.
Линейни уравнения от първи ред
Уравненията от вида 
(29.9)                                                         )()(' xQyxPy =+ ,

където  )(xP  и  )(xQ  са  дадени  непрекъснати  функции,  се  нарича  линейно  диференциално  
уравнение от първи ред.

 Ако  0)( ≡xP  уравнението се нарича хомогенно, и ако   0)( ≠xQ – нехомогенно.
Общото решение на (29.9) се задава с формулaта 
                                                    ( )∫ ∫∫− += dxexQCeу dxxPdxxP )()( )( .
Ще  отбележим,  че  линейните  диференциални  уравнения  от  първи  ред  не  притежават 

особени решения.
Уравнения на Бернули
Диференциалните уравнения от вида
(29.10)                                                   nyxQyxPy )()(' =+ ,

където  )(xP  и  )(xQ  са дадени непрекъснати функции и   1,0 ≠≠ nn  се наричат  уравнения на  
Бернули.
Тези уравнения се свеждат към линейни диференциални уравнения с помоща на субституцията 

zy n =−1 , където )(xzz =  е новата неизвестна функция
Точни диференциални уравнения
Уравнението     

     (29.11)                                              0),(),( =+ dyyxQdxyxP ,
се нарича точно диференциално уравнение или уравнение в пълни диференциали, ако лявата му 
страна е пълен диференциал на някоя функция ),( yxU , т.е.
                                                       dyyxQdxyxPyxdU ),(),(),( += .

    Това е възможно,  когато x
yxQ

y
yxP

∂
∂=

∂
∂ ),(),(

 и тогава уравнението може да се запише във 

вида 0),( =yxdU , а общият му интеграл е CyxU =),( .
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Тема 30. Безкрайни числови редове

     Безкрайни числови редове. Сходимост. Редове с неотрицателни членове. Алтернативни  
редове. 
     Абсолютна и условна сходимост.  Степенни редове.  Област и радиус на сходимост.  
Разлагане на 

функции в степенни редове

Безкрайни числови редове. Сходимост
Нека ,...,...,, 21 naaa  е безкрайна числова редица.
Дефиниция 30.1. Символ от вида 

     (30.1)                                               ∑
∞

= 1n
na =  ++++ naaа 21

се нарича безкраен числов ред (или накратко само числов ред).
Числата  ,,,, 21 naaа  се наричат членове на реда, а na  се нарича n -ти елемент на реда 

или общ член на реда.

Дефиниция 30.2. За всяко Nn ∈  крайната сума n
n

k
kn aaaaS +++== ∑

=
21

1
, се нарича n -

та частична сума на реда (30.1). Редицата { } ∞
= 1nnS се нарича редица от частичните суми на 

реда (30.1).
Дефиниция  30.3.  Редът  (30.1)  се  нарича  сходящ,  ако  е  сходяща  редицата  { } ∞

= 1nnS  от 

частичните му суми и разходящ, ако редицата { } ∞
= 1nnS е разходяща.

Границата n
n

SS
∞→

= lim на редицата { } ∞
= 1nnS  се нарича сума на реда (30.1) и означаваме:

                                                              Sa
n

n =∑
∞

= 1
.

В теорията на редовете от основно значение е да умеем да определяме кога даден ред е  
сходящ и кога е разходящ. Следващата теорема дава едно необходимо условие за сходимост на 
числов ред.

Теорема 30.1. Ако редът ∑
∞

= 1n
na  е сходящ, то 0lim =

∞→
n

n
a .

Ще  отбележим,  че  установеното  условие  е  само  необходимо,  т.е.  то  е  валидно  за  всички 
сходящи редове. Но условието  0lim =

∞→
n

n
a  не е достатъчно за сходимост на даден ред, т.е. 

съществуват разходящи редове, за които 0lim =
∞→

n
n

a . 
Отрицанието на теорема 30.1 е достатъчно условие за разходимост.

Теорема 30.2. (Критерий за разходимост) Ако 0lim ≠
∞→

n
n

a , то редът ∑
∞

= 1n
na  е разходящ.

Редове с неотрицателни  членове
 Директното  използване  на  дефиниция  30.3  за  изследване  на  сходимостта  на  даден  ред 

невинаги е лека задача. Това поражда необходимостта от използването на различни критерии за  
сходимост на редове. Ще разгледаме четири критерии за сходимост на редове с неотрицателни 
членове.
    Теорема 30.3.  (Гранична форма на критерия на Даламбер)  Нека  0>na  за всяко  Nn ∈  и  

съществува границата l
а

a

n

n
n

=+
∞→

1lim .

Тогава редът ∑
∞

= 1n
na  е сходящ при 1<l  и разходящ при 1>l .
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     Теорема 30.4. (Гранична форма на критерия на Коши)  Нека  0>na  за всяко  Nn ∈  и  

съществува границата  lan n
n

=
∞→

lim .

Тогава редът ∑
∞

= 1n
na  е сходящ при 1<l  и разходящ при 1>l .

Теорема 30.5.  (Интегрален критерий) Нека функцията  ( )xf  е дефинирана непрекъсната,  
неотрицателна и намаляваща в интервала [ )∞,1  .

Тогава редът

                                            ( ) ( ) ( ) ( )  ++++== ∑∑
∞

=

∞

=
nfffnfa

nn
n 21

11

и несобственият интеграл ( )dxxf∫
∞

1
са едновременно сходящи или разходящи.

Тази теорема дава възможност при определените условия изследванията за сходимост на 
числените редове да се прехвърлят към изследвания за сходимост на несобствените интеграли 
и обратно.

Дефиниция  30.  4.   Разликата  nn SSR −= се  нарича  n  –ти  остатъчен  член  ( n  –ти 

остатък)  на реда  ∑
∞

= 1n
na .

    С други думи nn SSR −=  е грешката, която се допуска при замяната на сумата S  на реда с 
частичната му сума nS .

     Теорема 30.6. Ако редът ( )∑∑
∞

=

∞

=
=

11 nn
n nfa  е сходящ според интегралния критерий, то 

                                                          ( ) ( ) dxxfRdxxf
n

n
n

∫∫
∞∞

+
≤≤

1
.

Теорема  30.7.  (Критерий за сравняване).  Нека за всяко естествено число  n  са изпълнени 
неравенствата 

                                                               nn ba ≤≤0 .
Тогава:

а) Ако редът  ∑
∞

= 1n
nb е сходящ, то редът ∑

∞

= 1n
na е сходящ.

б) Ако редът ∑
∞

= 1n
na  е разходящ, то редът ∑

∞

= 1n
nb  е разходящ.

Алтернативни редове
Дефиниция 30.5. Редът 

(30.2)                           ( ) ( )  +−++−+−=− −∞

=

−∑ n
n

n
n

n aaaaaa 1
4321

1

1 11 ,

където  ,...2,1,0 => nan се  нарича ред с алтернативно сменящи се знаци на членовете или 
алтернативен ред.

Теорема 30.8. (Критерий на Лайбниц) Ако за реда (30.2) са изпълнени условията:
1) ,...2,1,1 =≤+ naa nn

2) 0lim =
∞→

n
n

a , 
то той е сходящ и неговата сума не надминава първия му член.

Абсолютна и условна сходимост
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Дефиниция  30.6. Редът  ∑
∞

= 1n
na  се  нарича  абсолютно  сходящ,  ако  е  сходящ  редът  от 

абсолютните стойности  ++++=∑
∞

=
n

n
n aaaa 21

1

Ще отбележим, че ако редът ∑
∞

= 1n
na е с неотрицателни членове, то nn aa =||  и в този случай 

абсолютната сходимост е идентична на сходимостта на този ред. 

Дефиниция 30.7.  Редът ∑
∞

= 1n
na се нарича  условно сходящ, ако е сходящ, но не е абсолютно 

сходящ.

Теорема 30.9. Ако редът ∑
∞

= 1n
na  е е абсолютно сходящ, то той е сходящ.

     Степенни редове.  Област и радиус на сходимост
Дефиниция 30.8. Ред от вида

(30.3)                    ∑
∞

=
−

0
0 )(

n

n
n xxa  +−++−+−+= n

n xxaxxaxxaa )()()( 0
2

02010 ,

където x е реална променлива, а  0x  и  ,...,, 210 aaa са константи,  се нарича степененен  ред в 
точката  0x (или  степенен  ред  по  степените  на  0xx − ).  Числата  ,...,, 210 aaa  се  наричат 
коефициенти на реда (30.3).

При 00 =x   редът (30.3) има вида

(30.4)                           ∑
∞

= 0n

n
n xa  +++++= n

n xaxaxaa 2
210

Важен  е  въпросът  за  определяне  на  областта  на  сходимост  на  даден  степенен  ред,  т.е.  
множеството  от  всички   стойности  на  реалната  променлива  x ,  за  които  той  е  сходящ. 
Например геометричният ред 

                                                 +++++=∑
∞

=

n

n

n xxxx 2

0
1

е сходящ при ( )1,1−∈x  и разходящ при останалите стойности на x . 
     При  0xx =  всички  членове  на  реда  (30.3)  от  втория  нататък  стават  равни на  нули  и 
следователно редът е сходящ. 

Следващата теорема решава въпроса за вида на множеството, в което един степенен ред от  
вида (30.4) е сходящ.

Теорема 30.10. (Теорема на Абел) а) Ако степенният ред (30.4) е сходящ при 01 ≠= xx , то 
той е абсолютно сходящ при всяко ( )11 , xxx −∈ , т.е. при 1xx < .

  б)  Ако степенният ред  (30.4) е  разходящ при  02 ≠= xx , то той е разхдящ при всяко 
( ) ( )∞−∞−∈ ,, 22 xxx  .

Ако положим txx =− 0 , то редът (30.3) има вида ∑
∞

= 0n

n
nta и за него е валидна теорема 30.10. 

От тази теорема следва, че за всеки степенен ред от вида  (30.3) съществува число ∞≤≤ RR 0,
, такова че редът е абсолютно сходящ при Rxx <− 0   и е разходящ при Rxx >− 0 .

Дефиниция 30.9.  Числото  0>R ,  за  което степеният ред (30.3) е абсолютно сходящ при 
Rxx <− 0  и е разходящ при Rxx >− 0  се нарича радиус на сходимост на реда, а интервалът 

( )RR,−  се нарича интервал на сходимост на реда.
В случая, когато редът (30.3) е сходящ само при  0xx =  се приема  0=R  и интервалът на 

сходимост се изражда в точката  0xx = , а когато този ред е сходящ за всяко 0xx =  се полага 
+ ∞=R .
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В следващите две теореми ще приведем критерии за определяне на радиуса на сходимост на  
степенен ред. 

Теорема 30.11. Нека ,...2,1,0,0 =≠ nan и нека съществува границата 

                                        l
a

a

n

n
n

=+
∞→

1lim    или    lan n
n

=
∞→

lim

Тогава радиусът на сходимост на степенния ред е (30.3) е 
l

R 1= .

Ако ∞=l , то 0=R , а ако 0=l  , то + ∞=R .
Разлагане на функции в степенни редове
Операциите  събиране,  изваждане,  умножение,  деление,  диференциране  и  интегриране  са 

добре дефинирани за функции на една реална променлива. Тъй като сумата ( )xS  на степенен 
ред  е  функция,  дефинирана  в  областта  на  сходимост  на  този  ред,  то  можем да  прилагаме 
горните операции и за тази функция. Ако е известно как да представим функцията  ( )xS  като 
сума  на  степенен ред,  то  вместо  тази  функция  можем да  диференцираме или  интегрираме 
съответния степенен ред. Тази техника е много полезна и намира редица приложения. 

Дефиниция 30.10.  Ще казваме, че функцията ( )xf  може да бъде разложена в степенен ред 
в интервала ( )RxRx +− 00 , , ако съществува сходящ в посочения интервал степенен ред, чиято 
сума е ( )xf .

Редове на Тейлор и Маклорен
Нека функцията ( )xfy =  е безброй много пъти диференцируема в ε - околност на точката 

0x .
Дефиниция 30.11. Редът

                            ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...
!2!1!

2
0

0
0

0
0

0
0

0
)(

+−
′′

+−
′

+=−∑
∞

=
xx

xf
xx

xf
xfxx

n
xf

n

n
n

се нарича ред на Тейлор за функцията ( )xfy =  в точката 0x .
В случая 00 =x  редът на Тейлор за функцията ( )xfy =  има вида

                                          ( ) ( ) ( ) ( )
...

!2
0

!1
0

0
!

0 2

0

)(
+

′′
+

′
+=∑

∞

=
xfxffx

n
f

n

n
n

и се нарича ред на Маклорен за функцията ( )xfy = .
    Теорема 30.12.  Ако функцията ( )xf  може да бъде разложена в степенен ред в интервала 
( )RxRx +− 00 , , то това разлагане съвпада с реда на Тейлор за функцията )(xf  в точката 

0x .
Ще приведем развитията на някои елементарни функции в Маклоренови степенни редове:

   ...
!

...
!3!2!1

1
!

32

0 n
xxxx

n
xe

n

n

n
x +++++== ∑

∞

=
,  

      ( ) ( ) ...
)!2(

)1(...
!4!2

1
!2

1cos
242

0

2
−−+++−=−= ∑

∞

= n
xxx

n
xx

n
n

n

n
n ,

      ( ) ( ) ...
)!12(

)1(...
!5!3!1!12

1sin
1253

0

12
−

+
−+−+−=

+
−=

+∞

=

+
∑ n

xxxx
n

xx
n

n

n

n
n

Тези редове са сходящи за всички значения на променливата ),( ∞− ∞∈x .
Диференциране и интегриране на степенен ред

Теорема 30.13. (Диференциране и интегриране на степенен ред) Ако ∑
∞

=
−=

0
0 )()(

n

n
n xxaxf  

 +−++−+−+= n
n xxaxxaxxaa )()()( 0

2
02010  при  ( )RxRxx +−∈ 00 , , то:

а) )(xf е диференцируема при ( )RxRxx +−∈ 00 ,  и 
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    [ ]∑∑
∞

=

∞

=

′
−=

′








−=′

0
0

0
0 )()()(

n

n
n

n

n
n xxaxxaxf  

...)(3)(2)( 2
03021

1

1
0 +−+−+=−= ∑

∞

=

− xxaxxaaxxna
n

n
n

б) )(xf е интегруема при ( )RxRxx +−∈ 00 ,  и 

                          ( )∫ ∑ ∫∫ ∑
∞

=

∞

= 










−=












−=

x

n

x
n

n
x n

n
n dxxxadxxxadxxf

0 0 0
0

0 0
0 )()(

                              ∑
∞

=

+

+
−

=
0

1
0
1
)(

n

n

n n
xx

a ...
3

)(
2

)(
)(

3
0

2

2
0

100 +
−

+
−

+−=
xx

a
xx

axxa                 

Радиусите на сходимост на двата реда от  а) и б) са равни на R .
Теорема  30.13  показва,  че  сходящите  степенни  редове  могат  да  се  диференцират  и 

интегрират така, както крайни суми – почленно. Тези техники могат да се прилагат в случая,  
когато е трудно да се намери представяне на дадена функция като сума на степенен ред, но  
лесно може да се намери такова представяне за производната или за интеграл от тази функция. 
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Тема 31. Дискретна двумерна случайна величина. Маргинални разпределения. Условно 
разпределение. Условно математическо очакване и дисперсия.

Две сл.  вел. ξ  и η,  дефинирани при един и същи опит,  разглеждани съвместно,  се  наричат 
двумерна сл. вел. (ξ, η)
Ако ξ и η са дискретни сл. вел., казваме, че (ξ, η) е дискретна сл. вел.
Ако сл. вел. ξ може да приема стойности  х1,  х2,  х3,…,  хn, а η –  у1, у2, у3,…,уm, всяка наредена 
двойка числа (хk, уk) е възможна стойност на двумерната сл. вел. (ξ, η). Общият брой стойности 
на (ξ, η) е n.m.
Разпределение  на  двумернатта  сл.  вел.  (ξ, η)  се  нарича  съответствието  между  възможните 
стойности  на  (ξ, η)  и  техните  вероятности.  Това  разпределение  се  нарича  съвместно 
разпределение на ξ и η.

ix / jy 1x 2x …
nx

1y 11p 21p …
1np

2y 12p 22p …
2np

… … … … …

my mp1 mp2
…

nmp

В таблицата { } { }( ) , 1 , 1ij i jp P x x i n j mξ η= = = = =ё ё  и 
1 1

1
n m

ij
i j

p
= =

=е е .

Самостоятелните  разпределения  съответно  на  сл.  вел.  ξ  и  η,  получени  от  съвместното  им 
двумерно разпределение, се наричат маргинални разпределения.
Маргиналното разпределение на ξ се определя от съвместното разпределение на ξ и η с израза

( )
1

, 1 ,
m

i i ij
j

p P x p i nξ•
=

= = = = ёе
т.е. това са сумите от елементите на матрицата { }ijp  по стълбове.

Аналогично за η: ( )
1

, 1 ,
n

j j ij
i

p P y p j mη•
=

= = = = ёе  т.е. това са сумите на матрицата { }ijp по редове.

Ако ( ). , ,ij i jp p p i j• •= ∀  за всяка всяка възможна двойка стойности (i,  j), то ξ и η са независими 
сл.вел.. Ако .ij i jp p p• •№ поне за една двойка (i, j), то ξ и η са зависими.
За  изследване  на  влиянието  на  единия  компонент  на  двумерната  сл.  вел.  (ξ, η)  върху 
изменението на другата се разглеждат условни разпределения.

Условното разпределение на η, при условие че ξ=x i , се задава с таблицата

jy 1y 2y …
my

jp•
( )
1
ip•

( )
2
ip•

( )i
mp•

където ( ) { } { }( ) ( )

1
, 1

m
iji i

j j i j
ji

p
p P y x p

p
η ξ• •

=•

= = = = =е .

Случайната  величина  η  има  толкова  условни  разпределения,  колкото  различни стойности 
приема  ξ.  Казва  се,  че  η  зависи  от  ξ,  ако  условните  разпределения  на  η  са  различни  за 
различните  стойности  на  ξ. В  случая,  когато  сл.вел.  ξ и  η  са  независими,  условните 
разпределения на всяка от сл.вел. ξ и η съвпадат със съответните маргинални разпределения.
Двумерната сл. вел. (ξ, η) се нарича непрекъсната, ако компонентите и ξ и η са непрекъснати  
сл.вел.

Функцията  на  разпределение  на  двумерната  сл.  вел.  (ξ,  η) се  определя  с  равенството 
( ) { } { }( ),F x y P x yξ η= < <З  за всяка двойка числа х и у.

Двумерната функция на разпределение има следните свойства:
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1) стойностите на функцията на разпределение удовлетворяват неравенството ( )0 , 1F x yЈ Ј ;
2)  F(x,y)  е  ненамаляваща  функция  относно  всеки  от  двата  аргумента,  т.е. 

( ) ( )1 2 1 2, , , ,F x y F x y x x y< ∀Ј  и ( ) ( )1 2 1 2, , , ,F x y F x y y y x< ∀Ј .
3) В сила са следните гранични съотношения:

( ) ( ) ( )

( )

lim , lim , lim , 0

lim , 1

x y x
y

x
y

F x y F x y F x y

F x y

→ − → − → −Ґ Ґ Ґ
→ − Ґ

→ Ґ
→ Ґ

= = =

=

4) Когато един от аргументите клони към +∞, F(x,y) клони към интегралната функция на 
разпределение на сл. вел. съответстваща на другия аргумент, т.е.

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

lim ,

lim ,
y

x

F x y P x G x

F x y P y H y

ξ

µ
→ Ґ

→ Ґ

= < =

= < =

5) Вероятността сл. точка М(ξ,η) да попадне в правоъгълника 
( ){ }, : ,abcdD x y a x b c y d= Ј Ј Ј Ј

се определя  от равенството { } { }( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,P a b c d F b d F a d F b c F a cξ η = − − +Ј Ј З Ј Ј

Двумерна съвместна плътност на разпределение f(x,y) на непрекъснатата двумерна сл.вел. (ξ, η) 
се определя от

( ) { } { }( )
0
0

, lim
x
y

P x x x y y y
f x y

x y
ξ η

∆ →
∆ →

< + ∆ < + ∆Ј З Ј
=

∆ ∆ .

Ако функцията на  разпределение  F(x,y)  е  непрекъсната  и  два  пъти  диференцируема,  за 
плътността f(x,y) е в сила 

( ) ( )2 ,
,

F x y
f x y

x y
∂

=
∂ ∂

.

Тогава е в сила 

( ) ( ), ,
yx

F x y f u v dudv
− −Ґ Ґ

= т т .

Двете  сл.вел.  ξ  и  η  са  независими  само  когато  F(x,y)=G(x).H(y),  където  G(x)  и  H(y)  са 
определени в свойсттво  4).  Ако имат плътностти условието за  независимост се  изразява с  
равенството

( ) ( ) ( ), ,f x y g x h y=  където ( ) ( ) ( ) ( )' ',g x G x h y H y= = .
Вероятността случайна точка  М(ξ,η) да попадне в произволна област D от равнината  Оху се 
намира по формулата

( )( ) ( ), , .
D

P D f x y dxdyξ η =О тт

Плътността на разпределението притежава следните свойства:
1) ( ), 0f x y і ;

2) ( ), 1f x y dxdy
Ґ Ґ

− −Ґ Ґ

=т т .

Числови характеристики на система от две случайни величини 

Условно  математическо  очакване  на  сл.  вел.  η при  условие,  че  ξ=хi, се  определя  с 
равенството

( ) ( )

1
.

m
i

i j j
j

E x y pη ξ •
=

= = е
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Стойностите на E(η|ξ=хi) при i=1,..., n могат да се разглеждат като стойности на сл.вел., която се 
означава с E(η| ξ) и се определя с разпределението

( | )iE xη ξ = 1( | )E xη ξ = 2( | )E xη ξ = … ( | )nE xη ξ =

ip • 1p • 2p • … np •

Аналогично се дефинира E(ξ|η).
За сл.вел. E(η|ξ) и E(ξ|η) могат да се пресметнат числови характеристики, които се определят от 
съответните им едномерни разпределения.

( )( ) ( )

( )( ) ( )
1

1

m

j j
j

n

i i
i

E E E y p

E E E x p

ξ η ξ η

η ξ η ξ

•
=

•
=

= =

= =

е

е
.

Условните математически очаквания могат да се разглеждат като функции на променливите х и 
у, т.е. E(η|ξ=х)=φ(x) и E(ξ|η=у)=ψ(y), дефинирани над областите от стойности на сл. вел. η и ξ.
Функцията  φ(x)  се  нарича  функция  на регресията на сл.вел.  η  относно ξ,  а  графиката  и 
регресионна крива линия. Аналогично за ψ(y).
Условната дисперсия на η при условие, че ξ=х i  се определя с равенството

( )( ) ( ) ( )2 22

1
i

m
i

i j i jx
j

E E x y E x pη ξσ η η ξ ξ η ξ •=
=

й щ й щ= − = = − =л ы л ые
Стойностите на σ²

ix| =ξη  при  i=1,...,  n могат да се разглеждат като стойности на сл.вел., която 

означаваме σ² ξη |  и е определена с разпределението

ix=ξησ | 
2

1| 
2

x=ξησ 2| 
2

x=ξησ …
nx=ξησ | 

2

ip • 1p • 2p • … np •

Величината

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

n m

i j ij
i j

E E E x E y E pξ ξ η η ξ η
= =

− − = − −й щл ы е е
се нарича ковариация на ξ и η и се бележи cov(ξ,η).
От свойствата на математическото очакване следва cov(ξ,η)=E(ξη)-Eξ.Eη.
За две сл.вел. ξ и η е в сила D(ξ+η)=Dξ+Dη+2cov(ξ,η) и D(ξ-η)=Dξ+Dη-2cov(ξ,η).

Величината °
EA
ξ

ξ ξ
σ
−=  се нарича нормално отклонение на сл. вел. ξ.

Коефициент на корелация  r на сл.вел.  ξ и η се нарича ковариацията на нормираните им 
отклонения 

. .E E E E Er E
ξ η ξ η

ξ ξ η η ξ η ξ η
σ σ σ σ

ж ц− − −= =з чз чи ш
Винаги е изпълнено |r|≤1,  като  r=±1 тогава и само тогава,  когато между ξ и η има линейна 
зависимост, т.е. ξ=aη+b, a,b - константи. r=1 само при a>0 - положителна корелация, r=-1 само 
при a<0 - отрицателна корелация. Ако ξ и η са независими сл.вел., то r=0. Обратното не е вярно.
Коефициентът на корелация между ξ и η е равен на коефициента на корелация между  aξ+b, 
cη+d, a, b, c, d–константи.

Линейна регресия.
Уравненията на регресионните линии са:

( )

( )

y E r x E

x E r y E

η

ξ

ξ

η

σ
η ξ

σ
σ

ξ η
σ

− = −

− = −
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Тема 32. Оптимизация на мрежи – задачи и модели

Задача: По информация от типа на зададената в Таблица 2 да се състави график на извършване 
на работите по проекта, така че времето за завършване на проекта да е минимално.
ТЕРМИНИ: Проект=Project; Работи =  Activity,  Tasks;  Предшественици = Predecessors, Дни = 
Продължителност
Проекта се състои от взаимосвързани работи,  извършването на които води до постигане на 
определена цел. За всяка работа е зададена продължителността и  в някаква мерна единица и 
работата  или  работите,  които  я  предшествуват.  Смисълът  на  тази  връзка  е:  докато 
предшествуващата работа не завърши, работата не може да започне. Предшестването фиксира 
естествени връзки между работите.
Решението на задачата включва:
- Графично изобразяване на връзките между работите;
- Определяне за всяка работа R на най-ранен момент на започване (ES(R)), най-ранен момент на 
свършване (EF(R)), най-късен момент на започване (LS(R)), най- късен момент на свършване 
(LF(R)). Използват  се  и  термините  най-ранен  момент  (E(i)) и  най-  късен  момент  (L(i))  на 
настъпване на събитието с номер i ;
- Определяне на критичния път;
- Построяване на диаграма на  GANT
За графично  изобразяване  на  връзките  между работите  се  използват  два  типа  ориентирани 
графове.  При единия  (  Мрежова диаграма на  връзките)  работите  се  представят  с  дъги а 
точките  са  събития  (свършване  на  всички  предшествуващи  работи  и  начало  на  всички 
следващи работи), с които се свързват съответно най-ранен момент (E) и най- късен момент (L) 
на  настъпване.  При  другия  (ПЕРТ диаграма  на  връзките)  работите  се  представят  с 
правоъгълници, а дъгите              (стрелките; те са толкова, колкото са имената на работи в  
колоната Предшественици , като се броят и повторенията) показват връзките между работите. 
Показани са тези диаграми за проекта, описан в Таблица 2. За Мрежова диаграма на връзките 
при по-сложни взаимовръзки се налага използването на празни работи, които се изобразяват с 
пунктирани линии и имат продължителност нула. Това е показано на  Мрежова диаграма на 
връзките по таблица 1. 

Таблица 1
Работи Предшественици

A -
B -
C A
D A
E C,D
F B,E
G B
H G

Таблица 2
Работи Смисъл Предшественици Дни

A Фундамент - 4
B Зидане Стени A 6
C Под A 5
D Затваряне Стени B 6
E Покрив B 4
F Интериор C,D 12
G Екстериор E 8
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                                       Мрежова диаграма на връзките

Алгоритъма за пресмятане на ES(R), EF(R) и E(i) за Мрежова диаграма е следния: (Точките са 
номерирани с числата 1,2,3,...,  n ,  най-лявата точка е номер 1 и е една, най-дясната точка е с  
номер  n и  също  е  една  –  това  лесно  се  постига,  като  се  използват  празни  работи,  ако  е  
необходимо).
ХОД НАПРЕД (forward)
Всички  работи  без  предшественици  стартират  в  момента  нула.  E(1) за  началната  точка  се 
полага равно на нула и се записва над точката. За всяка точка  i E(i) е равно на максимума на 
EF(R) за всички работи R , които свършват в тази точка. За всяка работа U ES(U) е равно на 
E(k) на точката k, от която тръгва стрелката, с която тя е изобразена, а нейният EF(U) е нейният 
ES(U) + продължителността и. ХОДЪТ НАПРЕД завършва с получаването на  E(n).
ХОД НАЗАД (backward)
Полага се  L(n)=E(n) и се записва под точката. За всяка точка  i L(i) е равно на минимума на 
LS(R) за всички работи R, които започват от  тази точка. За всяка работа U LF(U) е равно на 
L(k) на  точката k,  в  която свършва стрелката, с  която тя  е  изобразена, а  нейният  LS(U) е 
нейният  LF(U) минус  продължителността  и.  ХОДЪТ НАЗАД  завършва с  получаването  на 
L(1).
Числата се записват така, както е показано на   Мрежова диаграма на връзките.

Алгоритъма за пресмятане на ES(R), EF(R), LS(R), LF(R) за ПЕРТ диаграма е 
ПЕРТ диаграма на връзките

аналогичен – при него направо се пресмятат  ES(R) и  LF(R). В правоъгълниците, с които са 
изобразени работите R се записват имената им и техните продължителности. Над тях – числата 
ES(R), EF(R), под тях – числата LS(R), LF(R).
ХОД НАПРЕД ( forward)

1



всички  работи R без  предшественици  имат  ES(R)=0.  За  всяка  работа  U ES(U) е  равно  на 
максимума на  EF(R) за всички работи R, които я предшествуват, а нейният EF(U) е нейният 
ES(U) + продължителността и. ХОДЪТ НАПРЕД завършва с получаването на  EF(R) за всички 
работи R.

ХОД НАЗАД (backward)                                    
Пресмята се максимумът на  EF(R) за всички работи R, които не предшествуват други работи, и 
LF(R) за тях се полага равно на този максимум . За всяка работа U LF(U) е равно на минимума 
на   ES(R) за  всички работи  R ,  които я  следват, а  нейният LS(U) е  нейният  LF(U) минус 
продължителността и. ХОДЪТ НАЗАД завършва с получаването на  LS(R) за всички работи R.
Числата се записват така, както е показано на   ПЕРТ диаграма на връзките.

                                  Мрежова диаграма на връзките по Таблица 1

                                                    

ДИАГРАМА НА GANT
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ПРИМЕРНИ ЗАДАЧИ ЗА ДЪРЖАВЕН ИЗПИТ

1. Дискретна математика
Задача 1.  Да се определи броят на двоичните функции с три двоични аргумента. Да се 
определи  броят  на  стойностите,  които  може да  има  всяка  двоична  функция.  Да  се 
представи с полином двоичната функция с два аргумента, която има стойности:
f(0,0) = 0; f(0,1) = 1; f(1,0) = 1; f(1,1) = 1.
Задача   2.   Дадено е множеството  A ={0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}  и пермутацията върху 
неговите елементи: [1 0 4 8 7 5 9 2 3 6]. Да се представи пермутацията като матрица и 
произведение  от  цикли.  Да  се  дефинират  класовете  на  еквивалентност,  на  които 
пермутацията разбива множеството A.
Задача   3.   Да се синтезира краен автомат по зададен регулярен израз: (а + b)*aa. Да се 
дефинира полученият автомат. Ако е недерминиран да се преобразува в детерминиран 
чрез  трансформираща  таблица.  Да  се  дефинира  детерминираният  автомат.  Да  се 
минимизира автоматът.
Задача 4  .   Да се построи маркирана мрежа на Петри: M = (P, T, I, O, µ), където
P = {p1, p2, p3, p4}; T = {t1, t2, t3}; }{)( 11 ptI = , },{)( 2

421 pptO = ; }{)( 2
32 ptI = , }{)( 22 ptO = ;

},{)( 4
2
23 pptI = ,  }{)( 33 ptO = ;  )0,2,0,1(=µ . Да се определят активните преходи. Да се 

определят следващите вектори-маркировки при активиране на активните преходи.
Задача 5  .   Дадена е машина  на  Тюринг с  конфигурация  )10,,00( 2 YSY и функция  на 
прехода  ),0,(),( 32 LSYS =∆ . Да се дефинира следващата конфигурация. Функцията на 
прехода да се представи с краен ориентиран граф.

2. Задачи  по програмиране
Задача    6.   Студентите  от  специалност  “Теология”  на  Богословския  факултет  на 
Йерусалимския Несвободен Университет полагат изпит по “Превръщане на водата във 
вино”.  Ако една административна група студенти по Правилника на ЙНУ не може да 
има повече от 25 студенти и оценките им по “Превръщане” са по шестобална система, 
да се състави програма на С++, която за една произволно избрана административна 
група да позволява въвеждане за всеки от студентите на следните данни:

• Факултетен номер
• Оценка от изпита по “Превръщане”
• Пол на студента /символ М за мъже или символ F за жени/

Да се изведат списъци на студентите мъже, чийто успех е по-висок от средния успех на 
студентките жени и обратно – списък на студентките жени с успех, по-висок от средния 
успех на колегите им мъже.
Примерен резултат от изпълнението :
Въведете брой на студентите в групата : 3
Данни за 1-и студент от списъка
Факултетен номер : 10101010
Оценка : 5.66
Пол /М или F/ : M
Данни за 2-и студент от списъка
Факултетен номер : 20202020
Оценка : 4.44
Пол /М или F/ : F
Данни за 3-и студент от списъка
Факултетен номер : 30303030
Оценка : 3.33
Пол /М или F/ : M
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Студенти с успех по-висок от средния за студентките /4.44/: 
Ф. Номер 10101010 Оценка :  5.66
Студентки с успех по-висок от средния за студентите /4.50/: 
Задача    7.   Съвестен  гражданин  предава  в  полицията  намерено  от  него  портмоне  с 
известна сума пари. Собственикът на портмонето дава 10 % от сумата като награда за 
доблестното поведение. На обявата за намереното портмоне обаче се отзовават няколко 
граждани /не повече от 10/, всеки от които претендира, че парите са негови. Случаят е 
предаден на съдия, който решава, че парите са собственост на този, който посочи сума, 
най-близка  до  съдържанието  на  портмонето.  Съставете  програма  на  С++,  която 
позволява въвеждане на сумите, посочени от всеки претендент, както и сумата, която 
намира съдията в портмонето. Като резултат да се изведе номера на ищеца, който ще си 
тръгне малко по-богат от съда.
Примерен резултат от изпълнението :
Въведете брой ищци : 3
Пари, посочени от 1-и ищец : 12.50
Пари, посочени от 2-и ищец : 32.50
Пари, посочени от 3-и ищец : 36.20
Колко вижда съдията в портмонето : 32.00
Най-близо до намерената сума 35.56 е посочената от ищец 2 сума 36.20
Задача    8.   Група  корабокрушенци  /не  повече  от  5/  попадат  на  изолиран  остров.  За 
туземците събитието естествено е предвестник на кулинарен празник, но в пристъп на 
добра воля вождът разрешава на гостите да хвърлят зар /не повече от 10 хвърляния за 
всеки/. Неудачникът с най-малък общ сбор от разрешените хвърляния ще има честта 
лично  да  присъства  на  празненството  в  компанията  на  екзотични  подправки.  Да се 
състави програма на С++, позволяваща въвеждане на резултатите от хвърлянията на 
зара и извеждаща като резултат поредния номер на корабокрушенеца, за който отсега 
нататък ще се говори или добро или нищо. 
Примерен резултат от изпълнението :
Въведете брой корабокрушенци : 3
Въведете брой хвърляния : 4
Резултати на 1-и корабокрушенец : 
При 1-о хвърляне : 2
При 2-о хвърляне : 5
При 3-о хвърляне : 6
При 4-о хвърляне : 1
Резултати на 2-и корабокрушенец : 
При 1-о хвърляне : 3
При 2-о хвърляне : 4
При 3-о хвърляне : 5
При 4-о хвърляне : 1
Резултати на 3-и корабокрушенец : 
При 1-о хвърляне : 9
При 1-о хвърляне : 5
При 2-о хвърляне : 4
При 3-о хвърляне : 3
При 4-о хвърляне : 1
Най-лош късмет е имал корабокрушенец 2 с резултат 13.
Задача    9.   Да се състави програма на С++, позволяваща въвеждане на изтеглените в 
трите тегления на тотализатора /6 от 49/ числа. При въвеждане на данни от фиш да се 
изведе резултата – печалба /колко познати числа, от кое теглене/ или “Подпомогнахте 
спорта !” в противен случай.
Примерен резултат от изпълнението :
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Изтеглени числа в 1-о теглене :
1-о число : 4
2-о число : 6
3-о число : 17
4-о число : 18
5-о число : 30
6-о число : 36
Изтеглени числа в 2-о теглене :
1-о число : 6
2-о число : 16
3-о число : 26
4-о число : 36
5-о число : 46
6-о число : 49
Изтеглени числа в 3-о теглене :
1-о число : 1
2-о число : 3
3-о число : 9
4-о число : 13
5-о число : 21
6-о число : 22
Данни от фиша : 
1-о число : 4
2-о число : 17
3-о число : 18
4-о число : 30
5-о число : 45
6-о число : 49
В 1-о теглене имате познати 4 числа
Задача   10  : Робот се движи в равнината изпълнявайки последователност от команди. 
Възможните команди са следните:

 Команда Действие:  роботът се премества
1 x+ от точка (x,y) в точка (x+1,y)
2 x- от точка (x,y) в точка (x-1,y)
3 y+ от точка (x,y) в точка (x,y+1)
4 y- от точка (x,y) в точка (x,y-1)
5 z Край на въвеждане

 Например,  ако  роботът  започне  движението  си  от  точката  (0,0),  след 
изпълнението  на  последователността  от  команди  x+  x+ y+  x+ y-  y-  ще  се  окаже  в 
точката с координати (3,-1).
Да се напише програма, която по зададена начална точка (x0,y0) и последователност от 
команди,  намира  крайната  точка  (x1,y1),  в  която  ще  се  окаже  роботът,  след 
изпълнението на тази последователност от команди. Входните данни се въвеждат от 
стандартния  вход.  Първият  ред  съдържа координатите  x0  y0  на  началната  точка,  а 
вторият  –  последователността  от  команди.  Не  се  предвижда  грешка  във  входните 
данни.
Ограничения:  броят  на  командите  е  не  по-голям от  100,  между отделните  команди 
може  да  има  произволен  брой  интервали,  между  буквите  x/y  и  знаците  +/-  няма 
интервали. Координатите на крайната точка трябва да се изведат на стандартния изход. 
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Единственият ред на стандартния изход трябва да съдържа двете числа x1 y1, разделени 
с интервал.
Примери:

Вход Вход

0 0 100 200   

x+ x+ y+ x+ y- y- y+x–x+y-

Изход Изход  

3 –1 100 200

3. Вероятности и статистика
Задача    11.   Случайната величина  ξ приема стойности 0, 1 и 2 с вероятности  P(0)=0.1, 
P(1)=0.4  и P(2)=0.5,  a случайната величина  η приема стойности 1 и 2 с вероятности 
P(1)=0.3 и P(2)=0.7. Двете случайни величини са независими.

• Напишете пораждащата функция на случайната величина ξ. 
• Напишете пораждащата функция на случайната величина η. 
• Напишете съвместното разпределение на вектора (ξ, η).
• Напишете разпределението на случайната величина ζ= ξ + η.

Задача    12.   Случайните величини  ξ и  η имат съвместно разпределение,  зададено със 
следната таблица:

1 3 5
2 0.04 0.16 0.24
3 0.12 0.04 0.04
4 0.04 0.00 0.32

Стойностите на случайната величина ξ са 2 ,3 и 4, а на случайната величина η са 1, 3 и 5.
• Независими ли са случайните величини ξ и η? 
• Напишете безусловните разпределения на случайните величини ξ и η.
• Пресметнете Е(ξ /η=3).
• Напишете разпределението на случайната величина Е(ξ /η).
• Пресметнете Е{Е(ξ /η)}.

Задача   13.   Пространството от елементарните събития Ω има 10 елемента и съответните 
им  вероятности  са:  P(ω1)=P(ω3)=0.15, P(ω2)=P(ω6)=P(ω7)=0.10, P(ω10)=0.20, 
P(ω4)=P(ω5)=P(ω8)=P(ω9)=0.05. Дефинираме следните събития: A=(ω1,ω3,ω9), 
B=( ω2,ω7,ω10), C= ( ω1,ω2,ω3, ω7), D= ( ω4,ω5,ω6, ω8).

• Кои събития са несъвместими? 
• Има ли събития, които образуват пълна група? 
• Пресметнете P(C/B), P(D/B). 
• Посочете две независими събития.

Задача   14.   Нека ξ1, ξ2 и ξ3 са три независими случайни величини с еднакви средни μ и 
дисперсии съответно Dξ1=σ1

2, Dξ2=σ2
2 и Dξ3=σ3

2. Нека η1=2ξ1+ξ2, η2=ξ2+3ξ3.
• Пресметнете Еη1, Еη2.
• Пресметнете Dη1, Dη2.

• Пресметнете корелационния коефициент cor(η1,η2) на η1 и η2.
Задача   15.   Нека Х1, Х2, ... , Хn са независими наблюдения над случайната величина ξ с 
функция на разпределение






 +−=







−

θθ
θ

ξ
XeXF

X

11 ,   X≥0,   θ≥0.
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Намерете оптимална критична област за проверка на Н0: 2
1=θ  срещу алтернативата Н1: 

2=θ  с ниво на съгласие α=0.04. Като се използва нормално приближение, да се намери 
най-малкото n, за което мощността на критерия е не по-малка от 0.99.

4. Интелигентно вземане на решения. Бизнес информационни системи. 
Задача   16.   Да се намерят оптималните стратегии при дадена матрица на печалбите 4х4 
и априорни вероятности: q1=0.31, q2=0.29, q3=0.07, q4=0.33. Тита е 0.2.

S1 S2 S3 S4

А1 -4   -5 +10 +12
А2 -11   -1   +6    -1
А3 +20  +4   +9   +6
А4 +6 +26 -14   +3

а) По  критериите  на  статистическите  решения,  включително  по  принципа  за 
недостатъчното основание.

б) По сигма-принципа, включително и по принципа на Лаплас.
в) По методите  за  многокритериално  вземане  на  решения  като  допуснете,  че 

проблемните ситуации съответстват на частните критерии, а априорните вероятности 
на тегловите коефициенти.

г) Може ли стратегията А1, без да се променя матрицата на печалбите, да стане 
най-предпочитаната алтернатива в многокритериалната наредба?
Задача   17.   Намерете коя е по-изгодната инвестиция за базов инвестиционен период от 
180 дни, ако имате възможност да закупите тримесечни и шестмесечни съкровищни 
бонове, съответно по 90.3 лв. и 82.32 лв. за 100 лв. номинал. За полученият резултат за 
по-изгодната инвестиция пресметнете следните условия:

а)  За съкровищните  бонове,  които  са  по-изгодната  инвестиция:  до  каква 
стойност може да расте цената на тези съкровищни бонове така, че те да остават по-
изгодната инвестиция?

б) За съкровищните бонове, които не са по-изгодната инвестиция: каква трябва 
да бъде цената на тези съкровищни бонове, за да станат по-изгодната инвестиция поне 
с един процент?

в) Ще се променят ли получените резултати в т.а) и т.б), ако инвестиционният 
период стане една година? Докажете.
Задача   18.   

а)  Намерете  цената  на  една  облигация  с  номинална  стойност  1000  лв.,  6% 
номинален (купонен) годишен лихвен процент и две години преди падежа. Купонната 
лихва се изплаща на шестмесечие, желаната годишна норма на възвръщаемост е 8%, а 
цената на изкупуване на облигацията на падежа е равна на номиналната й стойност.

б) Докажете какво трябва да бъде съотношението между номинален (купонен) 
лихвен процент и желаната норма на възвръщаемост, така че цената на облигацията да 
е по-малка или по-голяма от номиналната й стойност.

в)  Изчислете  цената  на  една  привилегирована  акция  с  дивидент,  равен  на 
купонната  лихва и  желаната  норма на  възвръщаемост  като  облигацията  в  т.а).  Коя 
инвестиция е за предпочитане в акция или облигация?

5. Линейна алгебра
Задача   19.   Решете хомогенната система:

03345
0622
0323
0

54321

5432

54321

54321

=−+++
=+++
=−+++
=++++

xxxxx
xxxx
xxxxx
xxxxx

.
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Задача   2  0  .   Нека матр. А=
















333231

232221

131211

ааа
ааа
ааа

 е обратна на матрицата В=















−
403
610

504

.

a) Намерете А.
б) Решете системата:

12
1)2()6(

)2()6(
1)2()6(

3333313231

2323212221

1312112111

=++++
=++++

=++++

zayaaxaa
zayaaxaa

zayaaxaa
.

Задача   2  1  .   Намерете решенията на линейната система в зависимост от стойностите на 
участващия реален параметър λ:

a)
0)1(
0)1(
0)1(

321

321

321

=−++
=+−+
=++−

xxx
xxx
xxx

λ
λ

λ

; b)

λ=−+−
=−−+

=−+−
=−−+

4321

4321

4321

4321

355
233

0
23

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

.

6. Аналитична геометрия
Задача   2  2  .   Дадени са точките A(1;-1), B(5;1) и C(4;3). Намерете: 

а) Лицето на триъгълника ABC∆ . 
б) Дължината на медианата през върха C на ABC∆ . 
в) Дължината на височината през върха B на ABC∆ . 
г) Косинуса от вътрешния ъгъл при върха A на ABC∆ .

Задача   2  3  .   Да се намерят уравненията на страните на триъгълника ABC∆  и  ( )BAC∠cos , 
ако  координатите  на  върха  B са  ( )7;2 − ,  уравнението  на  височината  през  върха  A е 

0113: =++ yxha  и уравнението на медианата през върха C е 072: =++ yxmc .
Задача   2  4  .   Даден е АВС∆  с върхове )0,2,4();4,2,1( −−−− BA  и )1,2,3( −C . Да се намери :

а) Уравнението на равнината α  на АВС∆ .
б) Уравнението на медианата през върха B.
в) Мярката на вътрешния ъгъл при върха B.

Задача   2  5  .   Относно правоъгълна координатна система, върховете на триъгълника АВС 
имат координати А(0,0), B(5,5), C(3,4). Да се намерят:

а) Лицето на АВС∆ .
б) Координатите на пресечната точка на височините на АВС∆ .

Задача  2  6  .   За  ромба  АВСD са  известни  уравненията  на  страната  АВ:  х+3у-8=0  и 
диагонала АС: 2х+у+4=0, а точката Р(-9;-1) лежи на правата СD. Да се намерят:

а) Координатите на върховете А, В, С и D.
б) Лицето на ромба.

7. Редици и редове

Задача   2  7  .   Изследвайте сходимостта на числовия ред  ∑
∞

= 1

2

2n
n

n
.

Ако той е сходящ, намерете неговата сума.

Задача   28  .   Развийте функцията 






−
+=

x
xxf

1
1ln)(  в ред на Маклорен и определете радиуса 

на сходимост на реда.

9. Функции на една променлива
Задача   29  .   За функцията xxxf =)(  намерете: 

a) Производната )(' xf .
б) Границата )(lim

0
xf

x→ .
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в) Интервалите, в които )(xf  е монотонно растяща и интервалите, в които тя е 
монотонно намаляваща.
г) Локалните екстремуми.
д) Броят на решенията на уравнението axf =)(  в зависимост от параметъра a .

Задача   3  0  .   Пресметнете границата ( ) xx
2

)arcsin(1lim +  при x клонящо към 0.
Задача   3  1  .   Нека за непрекъснатите в интервала (2; 5) функции f(x) и g(x) е известно, че 

9
3
)(

lim
3

=
−→ x
xf

x
 и 3

3
)(

lim
3

=
−→ x
xg

x
. Намерете: 

а) f(3) и g(3); 

б) )(
)(

lim
3 xg

xf
x→

; 

в) производните )3('f  и )3('g .
Задача   3  2  .   За всеки параметър a разглеждаме функцията:

fа(x) =









<
+

≥+
+

0,
1

0,
1

2

2

3

2

2

x
x

x

xax
x

x

а)  Определете  стойностите  на  параметъра  а,  за  които  функцията  fа(x)  е 
диференцируема за всяко реално число х.

б) За стойностите на параметъра а, определени в т. а) изследвайте функцията fа(x) и 
начертайте нейната графика.

Задача   3  3  . Нека ( )
x

xxf 163 −=  ( 2

2

)1(
)2(

)(
+

−
=

x
xxxf ; 2

3

)1(
)1(

)(
+
−

=
x
xxf ).

а) Намерете интервалите, в които функцията монотонно расте и интервалите, в 
които тя монотонно намалява.
б) Намерете екстремумите на ( )xf .
в)  Определете  къде  функцията  е  изпъкнала  и  къде  е  вдлъбната.  Намерете 
инфлексните й точки.
г) Намерете асимптотите на ( )xf  и начертайте графиката й.

Задача    3  4  .   Нека  Ω  е  ограничената  област,  оградена  от  графиките  на  функциите: 
xxey 2= ;  xxy ln=  и  1=x .  Намерете  границата  )ln(lim

0
xx

x→ .  Начертайте  областта  Ω  и 
пресметнете нейното лице.
равнинна фигура G, ако тя е заградена от кривите: xyl 3: 2

1 =   и xyl −= 4: 2
2 . 

Пресметнете лицето на G.
Задача   3  5  .   Нека областта G е зададена от кривите: k: x=y2  и  l: x=3-2y2.

a) Начертайте областта G. Пресметнете нейното лице.
б) Пресметнете дължината на границата на G.

Задача   3  6  .   Намерете екстремумите на функцията  axyyxyxf 3),( 33 −+= , 0>a .
Задача   3  7  .   Намерете общото решение на следното диференциално уравнение    

                                         tgxxeyy x +=+ 2'''' .
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	Връзките се реализират в БД чрез ключове. Ключовете са логическа конструкция, те не са физическа част от БД.
	Първичният ключ е специален вид ключ, който се състои от един или повече атрибути, които еднозначно идентифицират записите.
	Първичният ключ трябва да бъде уникален и не може да съдържа null стойности.
	Една таблица има само един първичен ключ.
	Представяне на връзките. Съществуват три вида връзки:
	  SQL (Structured Query Language) е стандартен подход за дефиниране и обработка на данни, организирани в релационни БД.  Основни характеристики на езика са:
	 SQL е ориентиран за работа с множества (релации).  Той е преходен език от езиците на релационната алгебра (РА), където типичен представител е езика ISBL към езиците на релационното смятане (РС). При езиците на РС има два основни клона: езици, работещи с променливи n-торки – типичен представител е езика ALPHA и езици, работещи с прости променливи като езика QBE.
	 SQL е непроцедурен език - потребителя определя каква информация да се получи, а не как да се достигне до нея.
	  SQL е език от високо ниво, операторите използват форми от английския език.
	 SQL е използван в различни релационни СУБД като: SystemR, DB2, SQL/DS, ORACLE, MySQL и др.
	 SQL е едновременно и език за описание на данните - DDL (Data Definition Language) и език за обработка на данните – DML (Data Manipulation Language). Със средствата на езика за описание на данните се дефинират използваните структури от данни във всяка БД като: логическите записи, логическите файлове, атрибутите и областите, в които те са дефинирани, както и връзките между останалите атрибути и начини за установяване на връзки между отделните файлове. Чрез езика за обработка на данните се предоставя възможност за достъп до данните от БД, чиято структура е определена от езика за описание на данните. Такъв език може да бъде разширение на език за програмиране и в този случай се нарича подезик на данните. Но този език може да бъде напълно самостоятелен и независим от другите езици, наричан език за заявки.  
	SQL - като език за описание на данните, организирани в релационни БД притежава възможности:
	дефинира таблици;
	определя имена на атрибути и допустими типове данни;
	дава привилегии на потребителите;
	установява ограничения върху данните.

	SQL - като език за обработка на данните, поддържа възможности:
	изпълнение на заявки към данните в БД;
	добавяне на нови данни; 
	обновяване/промяна на данните; 
	изтриване на данни от БД.

	SQL ключови думи като: select, from, where, group by, order by, use и така нататък са нечувствителни към регистъра на буквите: 
	Select е еднакво със SELECT, както и еднакво със  SeLeCt и т.н.  
	В зависимост от конкретната СУБД, записването на имената на атрибутите може да бъде чувствително към регистъра на символите. Така:
	select au_id from authors  
	не винаги е еквивалентно на: 
	    			SELECT AU_ID FROM AUTHORS
	Интервалите (шпациите) нямат значение при въвеждане на заявката. Например: 
	select au_id…
	е еквивалентно на:
	select          au_id…
	Но, трябва да има поне един разделител между думите. Не можете да използвате: selecttitle_id…  
	Такъв израз ще доведе до синтактична грешка, защото SQL Server трябва да може да открие SQL ключовите думи. Символите за нов ред се игнорират. Например:
	select au_id from authors   
	е еквивалентно на:
				select au_id
			from authors
	Интервалите и новите редове правят четенето на заявките много прегледно и по-лесно. Общоприета форма за запис на заявките е да се въвеждат отделните клаузи на заявката на различни редове.
	3. Обща форма на SELECT оператор за извличане на данни от БД
	  		SELECT [ALL | DISTINCT] <списък> [ INTO [<нова_таблица>] ]
	  		FROM <име_таблица> [, < име_таблица 2> [..., < име_таблица 16>]
	  		[WHERE < клауза >]   
	  		[ [GROUP BY <клауза>]  [HAVING < клауза >]]
	  		[ORDER BY < клауза >]
	[[<база от данни>.]<собственик>.]{< име_таблица >. | <view_ таблица >.}
	Описание на незадължителните клаузи:
	   WHERE < клауза > =  WHERE <условие_за_търсене>
	   GROUP BY < клауза > = 
	       GROUP BY <групов_израз>  [[, < групов_израз >]...]
	   HAVING < клауза > =   HAVING < условие_за_търсене >
	   ORDER BY < клауза > =
	       ORDER BY {{< име_таблица >. | < view_ таблица >.}<име_колона> | 
	   <номер_ в_select_списъка> | <израз>} [ASC | DESC]  
	   [...{{<име_таблица 16>. | < view_ таблица 16>.}< име_колона > |
	                              < номер_ в_select_списъка > | < израз >} [ASC | DESC]]
	В зависимост от целта на заявката в SQL оператора, могат да се използват различни клаузи, водещи до различен резултат. Така, за да получите информация от базата от данни, Вие трябва да укажете точно какво търсите. Както се вижда от синтаксиса, Select-операторът може да бъде много сложен.
	Основната секция във всяка SQL заявка се нарича клауза (фраза).  Основни клаузи са: select, from, where и др. 
	Виртуалната таблица (view) е просто име за select-израз, който е съхранен в БД. Резултатът от изпълнението на заявка към виртуална таблица е реална таблица. Виртуалната таблица не съхранява никакви данни, а само дефиницията. Дефиницията на виртуална таблица може да включва повече от една таблица. 
	4. Използване на виртуални таблици и индекси
	Виртуалната таблица опростява достъпа до потребителските данни, а от друга страна осигурява независимост от схемата на БД. Тя може да служи за защита на данните, като дава достъп само до определени данни от БД. Синтаксис:
	CREATE VIEW [owner.]view_name
[(column_name[,column_name]...)]
AS select_statement 
	Могат явно да се указват имената на колоните, които ще бъдат включени във виртуалната таблица. В дефиницията на виртуална таблица могат да бъдат включени други виртуални таблици, но само до16 на брой таблици или виртуални таблици.
	Индексите са обекти - структури свързани с дадена таблица. Целта на индексите е ускоряване на бързодействието при изпълнение на заявки относно:
	търсене на записи;
	свързване на данни от различни таблици;
	подреждане на резултантното множество;
	някой случаи при въвеждане на данни.

	Създаване на индекс се извършва чрез SQL-израз от вида:
	CREATE [UNIQUE] [CLUSTERED | NONCLUSTERED] INDEX index_name 
	     ON [[database.]owner.]table_name (column_name [,column_name]...)
	[WITH[FILLFACTOR = x][[,] IGNORE_DUP_KEY]
[[,] {SORTED_DATA |SORTED_DATA_REORG}] 
[[,] {IGNORE_DUP_ROW |ALLOW_DUP_ROW}]]
[ON segment_name]
	Уникалните индекси се използват, за да наложат уникални (неповтарящи се) стойности в колона или група от колони. Уникален индекс се създава в случаите:
	дефинирано е ограничение от тип уникална стойност на колона; 
	дефинирано е ограничение от тип първичен ключ; 
	- 	явно е създаден уникален индекс. Създаването на такъв индекс осигурява данните да се проверяват за уникалност. Ако съществуват дубликати, създаването на индекса не се осъществява. 

	Данните се съхраняват физически в множество от структури наречено страници с данни. В една отделна страница се разполагат много записи, но един запис трябва да бъде изцяло разположен в една страница. Всяка страница съдържа заглавна област, която идентифицира съдържанието на страницата. Физическото съхранение на страниците с данни се реализира чрез структурата двусвързан списък.
	Когато се въвеждат данните в БД се създават голям брой страници. Индексите служат за бързо предвижване между страниците с данни. Индексите от своя стана също се съхраняват в страници,  като се използва структурата  B-дърво, за бърз достъп до записите.  
	1. Транзакции – основни понятия
	SURGEON
	HTML код
	скриптови елементи:
	изрази: 		<%=  израз  %>
	скриплети: 	<%  код  %>
	декларации: 	<%! пoлета и методи %>
	коментар:	<%--  текст  --%>	

	директиви:	<%@ ……….. %>
	операции:	<jsp:exam />

	1. JSP изрази
	Изразите имат вида: <%=  Java-израз  %>
	Пример: Current time: <%=  new java.util.Date()  %>
	XML синтаксиса за изрази е 
		<jsp:expression>
			 new java.util.Date() 
		</jsp:expression>

	Могат да бъдат използвани предварително дефинираните променливи
	HttpServletRequest request
	HttpServletResponse response
	HttpSession session
	PrintWriter out
	Например: Your hostname: <%= request.getRemoteHost() %>

	2. JSP скриплети – те позволяват да се постави Java код в генерирания сървлет.
	Синтаксисът е: <%   Java  код  %>
	Пример: 	<% String query= request.getQueryString();
				out.println(“Attached GET data: + query )%>
			<% response.setContentType(“text/plain”);  %>

	Пример за използване на скриплети за създаване на условни части:
	<% if (Math.random() < 0.5) { %>
	Have a <H1> nice </H1> day!
	<% } else { %>
	Have a <H2> great </H2> time!
	<% } %>

	3. JSP декларации - позволяват да се дефинират полета и методи, които се вмъкват в тялото на сървлет класа.
	Синтаксисът е: <%!  Java код  %>

	4. JSP директиви – те  влияят върху целия генериран сървлет. Директивите са три вида: page, include, taglib
	Синтаксисът е: <%@ директива  атрибут = “стойност”  %>
	- JSP директива page с атрибут import посочва пакетите, които желаем да са достъпни, например: <%@ page import=“java.util.*, java.io.*” %>
	- JSP директива page с атрибут contentType посочва типа на документа, например: 
	<%@ page contentType =“text/plain” %>
	това е еквивалентно на скриплета: <% response.setContentType(“text/plain”); %>

	- JSP директива include включва файл в JSP документа по време на преобразуването му в сървлет, а не по време на заявката. Например:
	<%@ include   file=”ContactSection.jsp”  %>
	5. JSP операция include включва файл в JSP документа по време на клиентска заявка. В този случай файлът не може да съдържа JSP код, но могат да бъдат резултат от изпaлнение на ресурси, например JSP.
	Пример: <jsp:include page= “относителен URL адрес”  flush=true />

	Използване на JavaBeans налага спазване на определен стандарт при описание на класовете, което след това позволява автоматично да се открива информация в тези класове: 
	да притежава конструктор без параметри;
	всички полета да са private;
	необходимите стойности да са достъпни чрез методите getXxx и setXxx.

	Пример за създаване на JavaBeans
	Пример за използване на JavaBeans:
	Тема 31. Дискретна двумерна случайна величина. Маргинални разпределения. Условно разпределение. Условно математическо очакване и дисперсия.

